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АННОТАЦИЯ 


В четырех небольших выпусках „Хрестоматии“ собраны 
отрывки из классиков алгебры, геометрии, тригонометрии, 
аналитической и проективной геометрии, исчисления 
бесконечно-малых, в подлинниках отражающие основныс 
этапы раззития этих дисциплин. 

Все отрывки снабжены пояснительными примечаниями 
исторического И математического характера. 

Для удобства читателей в новом издании четыре вы- 
пуска объединены в один том. 

„Хрестоматия“ Г. Вилейтнера является пособием для 
преподавателей истории математики и обучающихся ей 
и представляет большой интерес для любителей матема- 
тики вообще. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ РУССКОМУ ИЗДАНИЮ 


История математики начинает занимать в программах высших учеб- 
ных заведений то место, которое по праву принадлежит ей в системе 
высшего образования. В педагогических институтах теперь уделяется 
ей курс в 80 часов, достаточный для общего ознакомления с основными 
чертами развития математики до ХПГХ века. В среде научных работ- 
ников специалистов и в обширных кругах советской интеллигенции 
также растет интерес к истории науки. Свидетельством этого служит 
необходимость выпуска вторым изданием известных книг Цейтена и 
настоящей хрестоматии. 

„Хрестоматия по истории математики“ недавно скончавшегося не- 
мецкого ученого Г. Вилейтнера не является, конечно, учебником ее 
истории. Заменить систематическое изложение она при всех своих до- 
стоинствах не может. Как ни тщательно подобраны отрыьки, как ни 
детально освещают их историческое значение пояснения составителя, 
все же целый ряд важных вопросов остается вне поля зрения читателя. 
Но Вилейтнер и не претендовал на то, чтобы книжка его служила 
вместо учебника. Ее назначение — быть наглядным пособием при про- 
хождении курса, показать на подлинных текстах действительный харак- 
тер доказательств и методов решения математических проблем на от- 
дельных этапах истории. С этой задачей составитель справился весьма 
удачно, несмотря на отдельные пробелы, совершенно неизбежные в 
таком сложном деле. Его сборник является прекрасным и необходимым 
дополнением к существующим книгам по истории математики. На кон- 
кретных образцах он знакомит с идеями, которые в общих курсах из- 
лагаются обыкновенно на нашем языке и в современных обозначениях, 
благодаря чему нередко искажается перспектива, улетучивается аро- 
мат времени и вводятся элементы собственных воззрений историка. 
Особенно это относится к распространенным у нас работам Г. Цей- 
тена, во многих случаях грешащих чрезмерной модернизацией и еще 
чаще столь сжато и полунамеками рисующих концепции старых авто- 
ров, что не специалисту трудно бывает разобрать изложение. 

Очерченное ниже содержание книги показывает, насколько ценной 
является она при изучении истории математики. Этому не препятствует 
и тот общий недостаток ее, что Вилейтнер в своих Пояснительных за- 
мечаниях даже не затрагивает вопрос о влиянии, оказанном на разви- 
тие математических проблем со стороны производственного базиса об- 
щественной жизни, так же как не касается связи. между различными 
системами мировоззрения и математическими методами. Этот недостаток 
значителен, он снижает достоинство книги, но обилие интересного и 
характерного материала, снабженного подробным математическим и 
историческим комментарием, безусловно обеспечивает книге почетное 
место в учебной литературе. 
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Первая часть хрестоматии отведена элементарным отделам арифме- 
тики и алгебры. В ней подробно представлена история решения квад- 
ратного уравнения, уделено место прогрессу символики, введению мнимых 
величин, приведены декартова формулировка теоремы о числе корней 
алгебраических уравнений и пример приближенного решения уравнений 
из Эйлера. Греческая : математика охарактеризована отрывками из Эвк- 
лида (геометрическая прогрессия), Никомаха (пропорции), Диофанта 
(неопределенное уравнение второй степени). К сожалению, именно в 
первой части пробелы особенно значительны. Отсутствие образцов 
геометрической арифметики и алгебры не так существенны, — о них 
можно достаточно подробно прочесть у Цейтена. Но остались не затро- 
нутыми такие важные отделы, как математика индусов, развитие счета, 
коммерческая арифметика, питавшая долгое время арифметику и алгебру, 
приближенные вычисления корней, игравшие большую роль в при- 
ложениях математики, история кубических уравнений, образцы взаимо- 
действия тригонометрии и алгебры. Открытие логарифмов также пропу- 
щено, хотя по крайней мере в примечаниях 0б этом следовало бы 
рассказать. Вместе с тем бросается в глаза особенное предпочтение, 
оказываемое в ряде случаев немецким ученым-коссистам, в ущерб 
авторам Франции и Италии: из 8 отрывков, отведенных европейской 
алгебре до Виеты, 6 принадлежат немецким алгебраистам. 

Вторая часть начинается с греческих геометров, затем отдельные 
геометрические отрывки (цель которых показать возрождение древней 
математики в новое время) приводятся из трудов ХУ — ХУ] вв. Незна- 
чительное количество примеров из геометрии естественно объясняется 
тем, что элементарная геометрия претерпела со времен Эвклида лишь 
незначительные изменения (работы по обоснованию геометрии в этой 
связи учитывать разумеется не приходится). Центральное место поэ- 
тому уделено развитию плоской и сферической тригонометрии, начиная 
с приемов вычислительной геометрии древних до общего разбора ре- 
шения косоугольного треугольника у Виеты и стоящей особняком тео- 
ремы Муавра в изложении Эйлера (вводящей уже в высшие разделы 
тригонометрии). И в этой части приходится отметить кое какие недочеты, 
относящиеся более к примечаниям Вилейтнера, чем к подобранным им 
отрывкам. Не указывается на значение, которое играла теорема Птоле- 
мея в древнегреческой астрономии, не указывается, далее, существенное 
отличие между геометрией ученых абстрактного направления, как Эвклид, 
и прикладной геометрией математиков-практиков вроде Герона. Точно 
так же не подчеркнута должным образом связь между ростом геометри- 
ческих интересов и исследований ХУ — ХУ! вв. с запросами тогдашних 
ремесла, живописи, фортификации и т. п. Наконец, Эйлер, которому 
мы обязаны по существу современным понятием тригонометрических 
функций, в этом отношении очень мало охарактеризован. 

Третья часть знакомит с аналитической и синтетической геометрией. 
Отерывающие ее три отрывка из „Конических сечений“ Аполлония 
рисуют геометрическую основу, на которой впоследствии была построе- 
на аналитическая геометрия. Следующие примеры непосредственно вво- 
дят в ХУП в. Применение координатно-алгебраического метода Ферма 
показано на уравнениях прямой и эллипса. Из „Геометрии“ Декарта 
заимствованы вывод одного уравнения гиперболы и построение нор- 
мали к эллипсу алгебраическими средствами. Дальнейшие отрывки опи- 
сывают развитие аналитической геометрии у последователей Декарта и 
первое введение пространственных координат. Два интересных примера 
взяты из Эйлера, столь значительно усовершенствовавшего применение 
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координатного метода. Остальные номера отведены истории синтети- 
ч.ской геометрии, именно Дезаргу, Паскалю, Понсле, Мебиусу и Штей- 
неру. Третья часть хрестоматии удачнее двух предшествующих, в от- 
деле аналитической геометрии особенно. Можно упрекнуть автора в 
том лишь, что не дано самое начало декартовой „Геометрии“, где из- 
ложены основоположные взгляды Декарта на отношения между алгеб- 
рой и геометрией и принципы, которыми он руководствуется в своем 
исследовании. Недостаточны тгкже примечания к примеру из Дезарга. 
Все внимание уделяется понятию инволюции, прочие его результаты 
(например, введение несобствеиных элементов) обойдены. Мало сказано 
в соответствующих номерах и о принципе двойственности. 

Четвертая часть (исчисление бесконечно-малых), наиболее обширная, 
начинается с доказательств методом исчерпывания древних, с так назы- 
ваемой аксиомы Архимеда и ее следствий и эвклидова вывода теоремы 
об отношении площадей двух кругов Последующие отрывки из Архи- 
меда передают многообразные приемы, которыми пользовался этот круп- 
нейший представитель исчисления бесконечно-малых античного мира. 
Один отрывок дает квадратуру параболы (суммирование убывающей 
геометрической прогрессии и применение метода исчерпывания), два 
других — кубатуру сфероида (сумма квадратов натурального ряда чи- 
сел). Четвертый отрывок — из „Эфода“ — показывает применение Архи- 
медом метода „неделимых“, уходящего своими корнями в математически- 
атомистические учения Демокрита. Под № ТУ автор приводит остроумный 
образец критики теории неделимых линий в школе Аристотеля. Опус- 
кая не имеющие принципиального значения работы арабов и в приме- 
чании коснувшись соответствующих идей средневековья, Вилейтнер 
одним отрывком из Валерио, уже отступающего от строгости косвен- 
ных доказательств древних, открывает сразу ХУП в. Далее идут по по- 
рядку отрывки из Кеплера, Кавальери, Торичелли, квадратуры и метод 
максимумов и минимумов Ферма, интеграции Паскаля и, как известное 
завершение подготовительного к открытию диференциального и ингер- 
рального исчисления периода, отрывок из Барроу, устанавливающего 
взаимно обратную зависимость между интегрированием и диференци- 
рованием в их геометрической форме. Для характеристики работ Лей- 
бница и его школы взяты классический отрывок из статьи о „Новом 


к 
методе“ (правила диферепцирования), лейбницево разложение в ряд -д- 


и задача проведения касательной к спирали Архимеда (из Иоганна Бер- 
нулли). Ньютон охарактеризован обширным отрывком из „Метода флюк- 
сий“, излагающим математические основания последнего и примером 
разложения в ряд арксинуса, синуса и косинуса. Книга заканчивается 
нестрогим выводом производной синуса из Эйлера, с целью продемон- 
стрировать наступивший в ХУШ в. период „величайшей беззаботности 
по части логического обоснования теории“. 

В целом четвертая часть хрестоматии составлена чрезвычайно инте- 
ресно и лишнего в ней ничего нет. Развитие исчисления бесконечно- 
малых до ХУШ в. изображено с большой выпуклостью и число про- 
белов не так велико, — невозможно было бы взять и незначительную 
часть интересных образцов. Из числа наиболее важных пропусков сле- 
дует отметить все же полное отсутствие характеристики полемики 
элейцев, сыгравшей крупнейшую роль в античной математике, примеров 
из работ Валлиса и Гюйгенса. Более серьезным недостатком является 
полное пренебрежение методологической стороной, вопросами обосно- 
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вания анализа. Характеристика взглядов Лейбница п Ньютона безусловно, 
должна была бы найти место в книге. То же немногое, что говорится. 
скажем, о Лейбнице на стр. 276, частью недостаточно, частью неверне 
Многообразие воззрений Лейбница опущено, исходные постулаты ана- 
лиза его школы не отмечены; эволюции ньютоновой теории флюксий не 
уделено ни строчки. Опущение математики ХУШ в. сказывается не 
менее отрицательно; при этом выпадают столь основные вещи, как раз- 
витие понятия функции, классификаторская работа Эйлера, развитие уче- 
ния о рядах у Маклорена и Даламбера и пр. Это тем более непрости- 
тельно, что один отрывок из Эйлера, действительно нестрогий с логи- 
ческой стороны, может исказить в глазах читателя подлинную историю 
этих вопросов в ХУИ в. 

Необходимо остановиться еще на одном пункте, взяв здесь Вилейл- 
нера под защиту от некоторых критиков. Судя по расстановке первых- 
отрывков этой части, можно было бы полагать, что автор переоценивает 
роль метода исчерпывания, считая его первенствующим в античности 
приемом исследования. Но перестановка отрывка из „Эфода“ в конец 
номеров по греческой математике объясняется лишь желанием автора 
указать на связь между употребляемыми в нем приемами и идеями 
математики начала ХУП в., это явствует из примечания Вилейтнера к 
этому отрывку. Место же, которое Вилейтнер отводит методу исчерпы- 
вания, совершенно правильное. Он рассматривает его как завершающий 
этап математического исследования и сам говорит, что „при помощи исчер- 
пывания нельзя найти ничего такого, что не было найдено или о чем 
не догадывались бы ранее на основании какого-либо другого способа“. 
Он вовсе не представляет греков сплошными противниками инфините- 
зимальных приемов, они по его словам „нисколько не боялись упо- 
треблять понятия бесконечного и предела“, — но только в эвристических 
целях; „в противном случае они просто не получили бы никаких ре- 
зультатов“ (стр. 200 — 201). 

В заключение надо указать на одну допущенную Вилейтнером ошиб- 
ку, также отмеченную в печати. Разбирая пример из Кавальери, Вилейтнер 
обвиняет последнего в порочном круге (стр. 243). Но в 17-м предложе- 
нии П книги „ОСеоте+а тагяяыньъьи$“ Кавальери доказывает, что объе- 
мы подобных тел относятся как кубы сходственных граней, благодаря 
чему шаг, омеченный на стр. 243 номером (У), является правомерным. 

Во втором издании „Хрестоматии“ все четыре выпуска объединены, 
для удобства читателей в один том. В соответствии с этим собраны 
в один и именные указатели, которые вместе с тем были подвергнуты 
некоторой переработке. Других изменений в этом издании не имеется. 


А. Ю чкевич 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 
АРИФМЕТИКА И АЛГЕБРА 


Всякая хрестоматия имеет ценность только тогда, когда она 
передает источники так, что читатель получает совершенно отчет- 
ливое, недвусмысленное представление о них. Это предполагает, 
разумеется, безусловпую точность перевода. 

С начала ХУП в. для математической, выражемой с помощью 
формул, части текста стали, в отличие от остального тек- 
ста, все чаще пользоваться курсивом (а, 6, с ит. д.), то же 
относится н к буквам при фигурах. В приведенных отрывках 
строго учтена и эта особенность. 

В выборе отрывков имеется всегда известная доля произвола. 
Разумеется, я старался брать из источников лишь то, что важно. 
Но этого важного есть нс мало, и не всякие источники легко 
доступны. Поэтому (а также и по ряду других причин) не всегда 
было возможно привести первоисточник, в котором впервые по- 
является какой-нибудь прием. В этих случаях в предварительных за- 
мечаниях или пояснениях даются соответствующие указания. При 
выборе отрывков обращалось внимание на их доступность, ибо уже 
одна форма изложения нередко представляет значительные труд- 
ности. Материал расположен, в основном, в хронологическом 
порядке. 

Старые книги часто не имеют нумерации страниц (пагинации), 
а нередко даже нумерации листов (фолиации). Затем печатные 
листы большей частью отмечены прописными буквами А, В, С 
и т. д., а отдельные листы их — помещенными рядом цифрами. 
Так, например, В 2 означает вгорой лист второго печатнего листа. 
Но эта нумерация никогда не проводится полностью. В таком 
случае мы продолжаем ее в уме, а соответствующую отметку 
помещаем в скобках, как, например, (В 5). Для обозначения 
передней стороны листа я пользуюсь сокращением Уо., а задней 
К. 1). Скобки в тексте отрывков — если не оговорено обрат- 
ное — принадлежат мне. 


1) В научной литёратуре пользуются в этих случаях соответственными 
сокращениями Г или 7® (-гесо) и 9 или 99 (-ег$е). 


] 


Образец позднего и своеобразного применения римских 
цифр 


Из сохранившегося только в рукописном вид „Тга1сё 4’аизтенаце 
роиг ргаНаче раг сесопегз“ Жегана Адама (]епап АЧат), Рапз, 1475. 
Сообщено Линном Торнлайком (Гупп Тбогп@1‹е) в „ТВе Апспсап Мае- 
таНса! Мо Шу“. Уо1. ХХХШ, 1926, стр. 24. 


Лист 5, Юй.: Мефасоп езф аззауог сот еп тоше [а то1сЧе 
4ип пошЬй ргороз! Ехетр!е [е Юоу 4оппе 1а шоШе 4е И ме 


УЙ Иугез а шопзг 4е ВоиЙцит сезё ххуй с сел$ Моуз НПугез 
Чх $013. 


Перевод. Медиация означает знать, сколько составляет 
половина какого-нибудь заданного числа. Пример: король дает го- 
сподину де Гурлууму половину 51607 ливров, что составляет 
25 803 ливра 10 су. 

Пояснительные замечания. Деление пополам (как, 
и удвоение) в виде особого арифметического действия встреча- 
ется в учебниках вплоть до ХУП! в. Король, о котором идет 
речь в приведенном отрывке, это Людовик ХГ; Адам был писцом 
при его дворе. Употребление строчных букв для римских цифр 
было весьма обычно в то время и еще позже также и в немец- 
ких книгах (где их набирали также готическим шрифтом; 
см. надгробные надписи); в настоящее время оно встречается еще 
в Англии. Мы называем употребление римских цифр поздним 
лишь потому, что в названном нами руководстве арифметики 
пользуются лишь ими одними. Очевидно это было обычно 
только в случае „линейного счета“. Кебель (см. ниже) пользуется 
римскими цифрами также для обозначения числителя и знаме- 
нателя дробей. Об Адаме мы этого не знаем, ибо не весь текст 
его книги был опубликован. Римские цифры вышли из употреб- 
ления только в ХУШ в. По свидетельству Готтфрида Келлера (КеПег) 
(Рег ргёпе Нешись, [, 6) мы знаем, что одна торговка зеленью 
пользовалась ими еще в ХХ в. Своеобразие употреблёния рим- 
ских цифр в указанном случае заключается в том, что они 
здесь комбинируются с дэсятичным позиционным начертанием. 
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Мы знаем это также из руководства арифметики Якова Ке- 
беля, „Бупп Меме реот4еп КеспепЬйсШе!п иЁ 4Чеп Нтеп шй Ве- 
спепрЁетееп 1)...“ (Оппенгейм, также Аугсбург, 1514). 


Лист А ПИ, \Уо.: С означает сто, и если ты по левую руку 
от него поставишь Х, то оно отнимает у него десять и означает 
девяносто, вот так: ХС. Никогда не ставят больше четырех С, 
вот так: СССС и означает четыреста. Ты можешь писать сто 
также следующим образом: ]С, 1С, 116, ИНС, мб, С, у, мИ©, 1хбс, 
хС ит. д. ) 

М означает тысячу, и кратное от нее обыкновенно обозна- 
чается так: М, В", Н)“, Ш, ум, Ум ит. д. 

Примеры на листе (А 5), Ви. 2): 1514 МУСХПИ, 1600 МОС 
(или) МУ!С, 1820 МУШС ХХ, 1900 МУШС. 


Дополнение. В руководстве арифметики Адама встреча- 
ются впервые термины „БушПШоп“, „ЯгниЙПоп“ (у Шюке — Спи- 
ди — в 1484 г. „БуШоп“, „куШоп“) в нашем смысле слова (в на- 
стоящее время „ип ЫШоп“ равняется 1 миллиарду ит. д.). 


П 
Тройное правило 


Из книги „Аш Мем реогдпеф Кеснеп ШесВИп шЁ 4еп 2уНе!т... 
Иоганна Бёшенштейна (Вб;пеп${еуп), Аугсбург, 1514. 


Лист СЁ, \о.: 
ТРОЙНОЕ ПРАВИЛО (Кегци]а 4е Ттгу). 


Тройным правилом называется гериЙа тао1з таз, или терша 
аигеа (т. е. магистерское правило, или золотое правило), 
с помощью которого совершаются все торговые расчеты всех 
ремесленников и купцов; оно называется в гражданском оби- 
ходе 4е фу или 4е Мее, ибо содержит в себе три вели- 
чины, при помощи которых можно вычислить все, 


Лист СЕ, Вй.: Заметь еще числа, стоящие сзади и спе- 
реди. Нздо стоящее сзади число помножить на среднее и раз- 
делить на переднее. 


') По-французски они (счетне марки) называются „}е{оп$“, по-ста- 
ринному написанию „рес1оп$“.Таким образом „ресфопег$“— это те, которые 
произволили счет с помощью счетных марок (по-немецки это называлось 
считать „на линиях“ — „аи! аеп [Ащеп“). 

1) Арабские цифры имеются также и в оригинале. 


{2 


Опае \Уегзиз (отсюда стих)‘ 
Нм4аеп ип@ Ююгпеп <1есв патеп гус\Щ, 
Оа$ ргбззег уоп мереп 4ез$ с1апеп 2егрисп. 
аз ше шЁ Ч4ет Шпдгеп тей@риси 

МЕ 4ет Гюгагеп Чааззе р @м9уг. 

\\а$ уг КотрЕ 2и $ип4еп 

Наз} 4и 4ег пар зофиий вемпаеп. 


Перевод 

гк -^ 
Придай заднему и переднему одинаковое наименование, 
Превратив большее наименование в меньшее. 
Среднее умножь на заднее | 
И раздели это на переднее. 
То, что ты получишь, 
И будег ответом на вопрос. 


] 
Пример 


Я купил 1< шерсти за 7 И. Что стоят 2945? Преврати < 
в фунты и воспользуйся правилом 


1 Й Ь 
| 100 7 29 
| Помножь 29 на 7, затем раздели на 100, что’ получится 
30 
| и будет стоимостью 29. 16. Результат 2 1.6 ди 106 


Пояснительные замечания. Тройное правило, или $0- 
лотое правило, разъясняется одинаковым образом во всех руковод- 
ствах арифметики того времени. Мы видим, что немецкое название 
Кеое! 4е {1, которое, кажется, заменено было термином Оге!5 а! 
лишь в ХХ в., происходит не от трех „положений“ '($а{2), кото- 
рыми пользуются при выводе, но от трех величин, которые нуж- 
но взять (5е42еп), чтобы получить четвертую величину. — < — это 
‚сокращение для слова Сегпег (центнер), НЙ — от слова Р1отеп 
(гульден). Но буква | позади Ё не есть собственно 1, а та же 
завитушка, что и уд, служившая аля всевозможных сокращений. 
16 означает ИБег (фунт): в оригинале имеется наверху поперечная 
черточка, соединяющая | и Ь. Отсюда получился встречающийся 
иногда еще и в настоящее время знак Я. — | 


Ш 
Егидетский счет с дробями 


Из так называемого папируса Ришда (названного так по имени. его 
‚зладельца), который был написан около 1600 г. до н. э, по образцу, 
“более дрёвнему дет на 200. Первое издание дапируса (снабжевное ие- 
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мецким переводом) принадлежит А. Эйзенлору (Е1зеп]оЪг), „Еп та пета- 
Нсспез Нап@Биси 4ег аЦеп Авурег“, Тле1риб, 1877, новейшее (снабжен- 
ное английским переводом) — Т. Эрику Питу (Реей, Тре КЫпа Маета- 
са1 Раругиз, Гоп4оп, 1923. 


№ 24, Эйзенлор, стр. 228/29 с примечаниями стр. 60[62. 
Пит, стр. 61. 

Если прибавить к некоторой величине ее седьмую часть, 
то получится 19: 


1 

7 1 

1 8 
72 16 

1 

5 4 

2 
т 


1 
и 214 +3 
11 
72 4 Ч 
1 
/4 9-5 
Проверка: 1). Искомая величина есть 165 + 
седьмая часть 21 -- 
тия 4 тв. 


Вместе: 19. 


Пояснительные замечания. Египетский текст состав- 
лен очень лаконично, и вышеприведенный перевод, по существу, 
довольно свободен. Вместо термина „величина“ стоит египетское 
слово, звуки которого можно Передать по-немецки (как это сде- 
лал Эйзенлор) несколько грубо через „Наи“ 2) („хау“). Оно стоит 
всегда там, где мы поместили бы неизвестное. Если придать вы- 


1) Дословный перевод гласит, примерно: „Сделай, как требуется“. 
2) Эйзенлор перевел его немецким словом „Нашеп“ (куча), 
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шеупомянутой задаче алгебраическую форму, то она примет ви 
1 
Хх -- 7% —19. 


Это первая и в то же время одна из простейших задач этого 
рода в папирусе Ринда. Приведенное выше решение, в котором 
вместо египетских обозначений для чисел даны наши современные 
знаки (в оригинале нет, разумеется, и знака), надо понимать 
следующим образом. Египтянин берет любую величину, над ко- 
торой он производит затем вышеуказанные выкладки, в частно- 
сти, 7, являющуюся, конечно, самой подходящей в данном случае 


1 
величиной. Если от 7 взять 1, то получится 8. Но надо найти 
® 
такое число, которое после аналогичных выкладок даст 19. И вот 
египтянин ищет, на что надо помножить 8, чтобы получить 19 
(т. е. он делит 19 на 8). Его метод ясен из второй части вы- 
кладок. Он умножает 8 на 2, затем берет половину 8, потом 


1 1 
ди 8 И складывает те, получающиеся при этом, числа, сумма 
1 


1 
которых дает 19. Налево это отмечено черточками: аз. 
Египтянин не умел считать иными дробями, кроме дробей с чис- 


лителем 1 (исключение составляет 3). Полученный результат он 


умножает на 7. Это дано в третьей части выкладок, где сперва 
результат умножен на 2 и затем на 4, а потом все сложено 
вместе. Весь этот метод можно рассматривать как простой при- 
мер того, что впоследствии получило название „Керц]а {а131“ 
В основе здесь имеется такая мысль: если, исходя из 7, мы по- 
лучаем 8, то из чего следует исходить, чтобы получить 19? Это 
задача на тройное правило, или на пропорцию, с точки зрения 
древних греков. Египтянин же пользуется и другими методами. 
Но наш современный способ решения уравнений ему незнаком. 


ГУ 


Сумма геометрической прогрессии 


Из „Начал“ (по-гречески „З{о1спеа“) Эвклида (около 00 г. до н. э.), 
книга [Х, теорема 35. Издание „Еис!а15 Е/Шетеп{а“ с латинским пегево- 
дом И. Л. Гейберга (Не гге), т. П, Лейпциг, 1884. 

Предварительные замечания. „Начала“ Эвклида 
представляли и представляют основное сочинение для преподава- 
ния элементарной математики вплоть до нового и новейшего 
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@ 
времени. Хотя они посвящены, главным образом, геометрии на 


плоскости, но они содержат также изложение в гдометрической 
форме основ алгебраического исчисления, а в книгах УП — [Х 
своего рода алгебру целых чисел (учение о пропорциях, степени, 
геометрические прогрессии, несколько теорзм из теории чисел). 
Из приводимого ниже примера можно убедиться, что грекам был 
еце совершенно чужд наш способ счисления. Основой всех до- 
казательств явля'отся заимствованные из геометрии пропорции. 
Благодаря продолжающемуся влиянию Эвклида пропорции сохра- 
нили до некоторой степени свое значение и у нас, так что ни- 
жеследующий ход мыслей, хотя и кажется чуждым, доступен все 
же без особенных пояснений нашему пониманию. В отличие от 
латинского перевода, я отказался от всех современных вычисли- 
тельных символов, придерживаясь исключительно греческой словес- 
ной алгебры. Но вместо греческих букв я пользовался соответ- 
ствующими латинскими. \ 


Стр. 404 и сл. Если произвольно многие числа, взятые по 
порядку, находятся друг к другу в постоянном отношении 
(т. е, образуют геометрическую прогрессию} и если из вто- 


7. 

[ „—б 

2 жир 2] 
———ы—ыы—:7 
И" 


рого и последнего чисел вычесть число, равное первому, то 
избыток второго числа (над первым) относится к первому 
числу так, как избыток последнего числа (над первым) отно- 
сится ко всем предыдущим (т. е. к сумме всех предыдущих). 

Пусть А, ВС, О, ЕЁ (фиг. 1) будут произвольно многие 
числа, которые, взятые по порядку, находятся друг к другу 
в уостоянном отношении, причем А есть наименьшее число; 
если из ВС, ЕЙ вычесть ВН, СТ, равные каждое числу А, то 
я утверждаю, что НС относится к А так, как ЕТ относится 
к А, ВС, О (Т.е. к сумме А, ВС и О). 

Действительно, возьмем 2К, равное ВС, и 21, равное О, 
тогда остаток ТК равен остатку НС, ибо СК равно ВС и 2Т 
равно ВН. И так как ЕЙ относится к Б, как О к ВС и ВС 
к А, ар равно 21[., ВС равно СК, А равно СТ, то ЕС отно- 
сится к 01,, как 1.7 к (Ки 2Кк АТ. Произведя соответствующее 
вычитание, получим, что Е. относится к Ё.2, как ЕК к СК и как 


16 


КТ к 2Т. Но один из предыдущих относится к одному из 
последующих (т. е. к соответствующему последующему), как 
все предыдущие ко всем последующим. Поэтому КТ относится 
к ДТ, как ЕГ., ГК, КТ к 1.2, СК, ТА. Но КТ равно СН, 2Т 
равно А, а 1.0, СК, ТА, равны О, ВС, А. Таким образом СН 
относится к А, как ЕТ к О, ВС, А. Таким образом (действи- 
тельно) избыток второго числа относится к первому числу 
так, как избыток последнего числа ко всем предыдущим чис- 
лам. Что и требовалось доказать. 


Пояснительные замечания. Прежде всего я придах 
рассуждениям Эвклида современный ВИД, Положив ДлЯ Этого: 


А=а, ВС =, О=с, ЕЁ —=а. 
Тогда, согласно предположению, мы имсем: 
а: ==6:с==с:4, 
ИЛИ 
Ч: = с: = [:а. 
Отсюда, путем соответствующих вычислений, получаем: 
(4— с): = (ве —6):6 = (6—а):а, 


# 
путем сложений всех предыдущих и всех последующих: 


(а ее — а): (ео а) = (6 — а):а, 
(4 — а): (а 6-Е с) =(6— а): а. 


Это и есть та теорема, которую требовалось доказать. 
Мы можем написать ее в следующем видс: 
а(а— а) 
ао се = Ба. (1) 
Это и есть в действительности наша формула для суммы тео- 
метрической прогрессии. У Эвклида нет выражения для общего 
п-го члена или для суммы „произвольно многих“ членов 1). По- 
этому он для своего примера берет 4 члена и даст сумму пер- 
вых трех из них. Если знаменатель прогрессии 6:а мы назо- 
вем а, то р=а4, с == а4?°...; пусть @ будет (п--1)-Й член, так 
что 4—=а9”". В таком случае сумма $ первых п членов будет, 
согласно (1), разняться: 
__ @(449" — а) о 
ме (2) 


1) Эги паятия появляются не раньше втерой половины ХУ в. 


2 в; йтн _р, Хрестоматия. 


По сокращении на @ получим для $ нашу обычную формулу: 


п 
;‚— 9 О (3) 
9—1 
Упомянем еще, что уже в папирусе Ринда (см. выше, № 1!) 
встречается некоторая геометрическая прогрессия. Сумма ее дается 
правильно по способу, заставляющему предполагать знакомство 
с вышеприведенной формулой. У греков, во всяком случае, уже 
ранние пифагорейцы (около 400 г. до н. э.) занимались изучением 
геометрических прогрессий. 


№ 


Арифметическая пропорция 


Из №Мсотасй! Сегазеш Ру{аро:е! „И\годисНот$ АгИийтейсае“, 115 И 
Кес. Е!саг4из$ Носпе, Плряае, 1856. Книга Т, гл. 23, издание только на 
греческом. — Английское издание с введениями и пояснительными за- 
мечаниями: М№соп аНиз$ оЁ Оэгаза, „Иигодисйоп 10 Ат тейс“. Тгапз1. Бу 
М. 1. О’Оове. \Уив ЗиШез ш ОтесК Аш@теинс Бу ЕР. Е. КозЪ$ ап4 
Г.. Св. КагртзЮ, Ме\м Уогк, 1926. 


Греческий зекст стр. 124. Английский текст стр. 270. 


1. Итак, мы имеем арифметическую пропорцию тогда, 
когда у трех или нескольких следующих друг за другом (или 
воображаемых такими) членов количественная разность двух 
соседних членов всегда одинакова, но не одинаково их отно- 
шение. Например, 1, 2, 3, 4, о, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13; 
действительно, в этом натуральном ряду чисел, если распо- 
ложить их по порядку, не опустив ни одного, каждый член 
находится между двумя, образуя с ними арифметическую 
пропорцию. Действительно, разность между каждым членом и 
двумя соседними членами одинакова, но отношение между 
ними не остается одинаковым. 

2. И мы видим, что в таком ряду имеется как непрерывная, 
так и раздельная (гегепи{е) пропорция. 

Действительно, если один и тот же средний член рассмат- 
ривается по отношению к соседним членам и как последующий 
и как предчдущий член, то мы имеем непрерывную пропо?- 
цию; если же, кроме того, берется еще другой чле:!, то ‘мы 
имеем раздельную пропорцию. 

3. Если теперь мы возьмем в этом ряду любых три, следу- 
ющих друг за другом, члена по образцу непрерывной про- 
порции и рассмотрим их или же четыре либо более члена 
по образу раздельной пропорции, ло у всех них разность 
будет 1, но отношения их будут совершенно различные. Если 
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же мы возь’':ем не следующие друг за другом, а отстоящие 
друг от друга, но ‚а одинаковом взаимном расстоянии, члены, 
и, опять-таки, три или более, то общая разность будет равна 2, 
если мы будем перескакивать через один член, и, опять-таки, 
в случае трех членов мы будем иметь непрерывную пропорцию, 
а в случае большего числа их — раздельную. Если же мы 
будем всегда перескакивать через два члена, то разность булет 
всегда равняться 3 как для непрерывной, так и для раз- 
дельной пропорции; если мы станем перескакивать через три 
члена, то разность будет 4, если через четыре члена, — 
то Э ит. д. соответственным образом. 

4. Таким образом подобная пропорция содержит одинако- 
вое количестго в своих разностях, но не одинаковое качество. 
Поэтому опа называется арифметической. Если же она обладала 
бы одинаковым качеством, но не количеством (между любыми 
двумя членами), то она была бы пе арифметической, а гео- 
метрической. 

9. Пропорции этой свойственно то, чего не имеется ни у 
какой другой, именно среднее равно либо полусумме, либо 
полной сумме крайних членов, в зависимости от того, прерывна 
или нет пропорция; это верно также при перемене (внут- 
ренних членов). Потому что либо средний член причисляют 
к самому себе, либо же сумма средних членов равна сумме 
крайних. 

6. Эта пропорция обладает еще одной особенностью. 
Разности находятся в том же отношении друг к другу, в ка- 
ком каждый член к самому себе, т е они равны. 

7. Далее, она обладает особенно прекрасным свойством, 
ускользнувшим, однако, до сих пор от внимания большинства 
ученых, именно, что произведение крайних членов меньше 
квадрата среднего члена, притом меньше на величину произ- 
кедения разностей, — безразлично, будет ли этой разностью 
1, 2, 3, 4 или любое другое число. 

8. В-четвертых, она обладает свойством, замеченным также 
всеми прежними учеными, именно, что отношение между 
меньшими членами больше, чем отношение между большими 
членами. В дальнейшем будет показано, что — в противопо- 
ложность этому — в гармонической пропорции отношение между 
большими членами болыше, чем м`жду меньшими. На этом 
основании гармоническая пропорция противопосгавляется ариф- 
метической. Геометрическая же стоит посредине между этими 
двумя крайностями, ибо у нее отношения между большими 


Ч,енами равны стношэииям между меньшими членами. А рав- 
а 


ное, Как мы вндели, стоиг между большим и мельшим. Вот 
что можно сказать об арифметической пропорции. 


Пояснительные замечания. Арифметика Никомаха, 
составленная около 100 г. н. э., не является ни руководством для 
счета, ни введением в алгебру. В ней содержится, скорее, древнее 
пифагорейское учение о целых числах, дробях, пропорциях и 
рядах. Говоря о пифагорействе, мы имеем в виду математическую 
школу, восходящую к Архиту Тарентскому (около 400 г. до 
н. Э.), когорэго цитирует и Никомах. Сохранилось аналогичгог, 
составленное почти в то же самое время, произведение, принадле- 
жащее некоему Теону Смирнскому, написавшему комментарий 
к математической стороне сочинений Платона. Далее, Ямвлих 
(около 3265г. н. 9.) написал комментарий к Никомаху. Все 
эти книги отличаются существенным сбразом от „Начал“ Эвклида, 
содержа только формулировки (очень пространные) теорем, но 
не давая никогда доказательств их. Книга Никомаха вмела 
величайшее значение для Средних веков, ибо она была перера- 
ботана (т. е. еще более растянута) по-латыни Боэцием (ум. 524). 
Боэциевские „Ое п$.ЙиНопе агИитеЯса Пи @ицо“ были изданы 
Г Фридлейном (Ег.е ет) (Лейпциг, 1867). Приведенный нами 
отрывок содержится в книге ИП, гл. ХЕ и ХЫШ (стр. 139—144). 
Деление на параграфы до б имеется и в оригинале; 7 и 8 
прибавлены мной. 

Арифметическая пропорция исчезла из современного преподава- 
ния, Но она продолжает еще существовать в арифметической сред- 
ней и в арифметической прогрессии. Поэтому она представляет 
некоторый интерес еще и в настоящее время. В общем виде мы 
бы писали ее теперь так: а — 6 = — с (непрерывная пропорция) 
или а—6=—=6с—-@ (раздельная), Тогда, конечно, как отмечает 
Никомах в параграфе 5, р с=а-| 4, или, в случае непрерывной 
пропорции, 25 —=а--с, 6 =1/).(а--с). Так возникает ариф- 
метическая средняя. Внутренние члены могут обменяться 
местами (причем должно бъть ар еа): а-с=Ь— а, 
крайние же — нет, ибо в этом случае получились бы отрица- 
тельные разности (которых греки не знали). В параграфе 6 со- 
держится тривиальное равенство а:а = (а — 6) :(с — а). Прэдстав- 
ляет интерес параграф 7, готорый Боэций определенно приписы- 
вает Никомаху (хотя последний не приписывает себе сам этого 
открытия). Для непрерывной арифметической пропорции 


а—б—=Ь—с 
теорема гласит: 
62 — ас = (а— 6) (6 —с) = (а— 6) =(6— с). 
20 “ 


Если обозначить средний член через а, первый через а а, 
а последний через а — 4, так что члены ниией непрерывной 


пропорции примут вид: 
ата, а а— 4, 


то, согласно вышеприведенной теореме: 
а? — (аа) (а— а) = а?, 
т. е. получается наша известная формула: 
(а а) (а— а) =а? — 4?, 


которой нет у Эвклида. 

От арифметической пропорции (и прогрессии) отличается 
геометрическая, у которой отношения следующих друг за другом 
членов равны между собой. Мы имеем: а: ==6:с (непрерывная 
пропорция) или а:6=с:4 (раздельная пропорция). Прогрессия 
имезт вид а, 6, с, 4; 6 является геометрической средней между 
аис (62 —= ас; р = ас) ит. д. Все арифметические действия 
здесь на одну ступень выше, чем в случае арифметической 
проморции (прогрессии). Геометрическая пропорция встречается 
очень часто в геометрии. 

У Никомаха она — равно как и более редко рассматриваю- 
щаяся в настоящее время гармоническая пропорция — разбирается 
в следующей главе. „Гармоническая средняя“ р между аис 
определяется пропорцией: 


(а— 6):(6 —с) =а:с, 
откуда получается: 


ИЛИ 


или, наконец: 


Согласно этому последнему равенству, обратные значения 
непрерывной гармонической пропорции образуют непрерывную 


1 
арифметическую пропорцию (5 является арифметической средней 


ДЛЯ а") . В соответствии с этим легко образовать „гармонни- 
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ческие ряды“ Из арифметической прогрессии 1, 2, 3, 4, 5. 
мокно получать, напримзр, так называемый гармопи‘.еской ряд: 
| О ОЖ ПО 
' о’ 3} 4’ д). 

Сго нельзя продолжатв налево, ибо получилась бы со. Дия 
пояснения 5 8 мы образуем арифметическую, геометрическую и 
гармоническую прогрессни с двумя начальными членами 4, 3. 
Согласно предыдущему, это будут: 

арифметическая прогрессия 4; 3; 2 
геометрическая прогрессия 4; 3; 2 
гармоническая пр^грес ия 4; 3; 2 

Так как, действительно; 


‚25, 
4 


) ев 


то разумеется: 
34 3 4 
— — ИИ —. 
273“ 24 <3 


Теорему эту нетрудно доказать и в общем виде. 

Название „гармоническзя пропорция“ не имеет, кажется, ни- 
какого отношения к музыке, а происходит, очевидно, от того, 
чго вышеназванные пифагорейцы рассматривали числа граней, 
в:ршин и ребер куба, как „гесметрическую гармонию“ б6, 8, 12 
или 3, 4, 6, образуют, как логко видно из предыдущего гармо- 
ническую пропорцию. Мы должны здесь отказаться от рассмо- 
трения связи эгого вопроса с вопросом о „гармоническом де- 
лен и“. 


У 


Разложить данное квадратное число на Два квадратных числа 


Из „Арифм‹тики“ Диофанта, кн. П, залача 8, греч. и лат. издан е 
„О!юорна {1 А1ехапахгли Орега отша“... Еа. Раши; Тапгету, Тлряае, 1833. 
Немецкое издание „Ое АгИптейК... 4ез П!юрва 41$ уоп Аех:пача“, 
ИБегье{2{ ип@ шЁ АптегКипоеп Безе {е{ уоп Ч. \егейт, Лейпциг, 189.). 

Предварительные замечания. Очень трудно передать 
более или менее точно диофантовы обозначения на другом языке, 
чем язык подлинника. И действительно, Вертгейм и Танчри поль- 
зовались в своих переводах современной алгебраической симво- 
ликой. Но так как нам важно показать, как выглядела древняя 
алгебра в П в. н. э., то следует попытаться дать празильную 
картину диофантовой символики. У Диофанта имеется особый 
знак для обозначения неизвестного (вид этого знака весьма раз- 


22 


личен в разных рукописях, но он, вероятно, образован из слова 
а1Нипо; — число); для выражения его мы пользуемся буквой &. 
Далее, квадрат неизвестной оп называет Оупай!$ и пишет сокра- 
щенно 0%; мы для этого берем букву @. У Диофанта затем 
имеется особый знак для минуса — тоже, вероятно, какое-то со- 
кращение; на место него мы можем спокойно поставить наш „—“. 
Перед каждым целым числом он ставит М с надписанным над 
ним о, долженствующее обозначать слово Мопаз — единица; мы 
для этого берем букву Е. Остается еще сказать, что [] означает 
общим образом „квадрат“ и что Диоф-нт снабжает этот знак 
(как, впрочем, и другие сокращения) направо и сверху флек- 
сиями склонения. Имея все это в виду, можно греческий текст 
передать приблизительно следующим сбразом (причем греческие 
обозначения чисел заменены просто нашими знаками): 


Стр. 90 (лат., стр. 91; Вер ` гейм, стр. 51). Разложить данный 
квадрат на два квздрата. Нужно разложить число 16 на два 
квадрата. 

Положим одно число равным О1, тогда другое будет 
Е 16 —©01; следоватзльно Е 16 — О1 должно равчяться не- 
которому [] у. 

Я образую квадрат из некоторого про!ззольного числа 2’ов — 
столько Е, сколько их есть в стороне!) 16Е; мы возьмем 
22 —Е4. В таком случае сам [|] будет 04?) Е!1б — 216. 
Это равняется Е 16 —©1. Прибавим к каждому выражению 
величины, подлежащие вычитанию, и вычтем из равного равное. 

Следовательно, (©), взятые 5 раз, дают 016, и С равно 
16 пятым. 


= 


256 144 
Таким образом одно (число) есть 55” › Пругое 5. ›а оба, 


‚ или Е |6, и каждое (из чисел) есть 


вместе взятые, дают о 
29 
квадрат. 
Пояснительные замечания. Арифм-тика Диофанта 
есть зрелый продукт продолжительной эволюции, этапов которой 
мы не знаем. Ог простых задач Никомаха (см. выше, № \) до труд- 
ных алгебраических и теоретико-числовых проблем Диофанта 
дистанция огромная. Вышеприведенная задача носит неопределен- 


1) Это означает квадратный кэрень. 
3) Сложение выражается при помощи простого помещения знаков 
рядом друг с другом. 
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ный характер. Это выражается в том, что Диофапт берет 22 — 
—Е 4, где 2 взято совершенно произвольным образом. 

Но прежде всего мы переведем текст Диофанта ца современ- 
ный язык. Пусть одно из квадратных чисел, на которые должно 
быть разложено 16, будет х?, тогда другое будет 16 — х?. По- 
следнее тоже должно быть квадратом. Затем берется квадрат 
любого кратного от х (Диофант берет 2х), уменьшенного на 4. 
Квадрат от 2х — 4 приравнигают 16 — х?. Это дает, как мы 
выражаемся, уравнение: 


4х? | 16 — 16х = 16 — 2. (1) 


Здесь, как мы можем выразиться, сокращают 16 на сбзих 
сторонах и придают к обеим сторонам 16х и х”. Тогда получаем: 


5х2 = 16х, 


откуда древние (игнорируя решение х==0) получали сейчас же 


16 
= Днофант выбрал форму второго искомого числа 2х — 4 


та:им образом, что постоянная 16 отпала в получившемся урав- 
нении, которое, таким образом, стало (для него) линейным. Так 
как в его распоряжении не имеется общих обозначений, то оп 
может решить задачу только на частном примере (16) и при 
помощи определенного кратного от х (2х). Тем не менее данное 
им решение показывает, как следует поступать в каждом отдель- 
ном случае 1). 

Пусть, действительно, данное квадратное число будет а?, 
одно из квадратных чисел, на которые оно разлагается, х?, дру- 
гое (1х — а)?, в таком случае мы имеем: 


(тх — а) = а? — 52, 


откуда получаем: 
(т? -- 1) х? = 2атх 


и 
2ат 
т? 1` 
Так как отсюда 
а (т? —1) 
шШх — а== та’ 
т 1 


) Диофант дает еще „другое“ решение, отличающееся, однако, от 
предыдуще о только лем, что вместо (1) он пишет: (2х — 4)1 + л? == 16. 
ь 
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10 мы имеем вссгда разложение. 


ея) (т о 


где т представляет любое целое число. Равенству (2) можно 
придать более простой вид: 


(112 -- 1)? == (2т)? -- (т? — 1). 


В таком виде (хотя, разумзется, нз в таком начертании) 
равенство это было известно уже во времена Платона (начало ТУ в. 
до н. э) и им пользовались для нахождения прямоугольных тр-- 
угольников с целочисленными сторонами. Действительно, если мы 
положим т =2, то получится 52 —=42 + 32;если положим т==3, 
то получим прямоугольный треугольник со сторонами 10, 6, 8, 
подобный предыдущему треугольнику; если положим т ==4, то 
получим 17, 8, 15; т=о дает 26, 10, 24 или 13, 5, 12 
ит. д. 

Огромный интерес представляет то, что нзвозможно разложить 
кубическое число на сумму двух кубов и что это, должно быть, 
невозможно и для всех высших степзней. Таким образом невоз- 
можно составить уравнение вида 


ап —= рп р Сп, 


если а, 6, с, п— целые числа, причем п`>2. Это утверждал 
великий Ферма (в начале ХУПв.), и он уверял даже, будто „открыл 
поистине чудесное доказательство“ этого. Но так как он сделал 
это замечание на полях своего э«‹земпляра Диофанта, то он при- 
бавил к этому, что поля не представляют ему достаточно места 
для изложения хода доказательства. Это обстоятельство явилось 
исходным пунктом для целого ряда исследований в этой области. 
Самые выдающиеся математици пытались найти общее доказатель- 
ство теоремы Ферма, но не могли пойти дальше частных резуль- 
татов (для п —=3, 4, и, наконец, п< 100). Премия в 100000 мз- 
рок за решение этой так называемой великой теоремы Ферма, 
назначенная в 1906 г. одним астрономом любителем, Г. Вольф- 
скелем (\оПзкер!) из Дармштадта, вызвала целый поток реше- 
ний, принадлежавших по болышей части дилетантам. С тех пор 
как в результате инфляции премия обесценилась, поток этот 
обмелел, но не пересох окончательно. 
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УП 

Решение нгопределенной задачи с двумя неизвестлыми 
Из „Арифметики“ Диофанта. Лемма к 34-Й задаче 4-й книги 
выше). 

Изд. Таннри, стр. 276 (277), изд. Вертгейма (ТМ, 37), стр. 171. 

Найти два неопрэделенных числа, таких, что их произвзде- 
ние вместе с их суммой будет равно некоторому данному 
числу. Пусть последнее будет Е 8. 

Положим первое число равным 01, второе ЕЗ. Тогда 
произведение их вместе с их суммой равно 24 ЕЗ, и это 
должно равняться ЕЁ. И 01) будет равно 5 4-ым. Таким 


образом первое из взятых чисел будет равчо 5 4-ым, а вто- 
ре ЕЗ. 


О . 
Теперь я рассмотрю, как 2, стало <. Оно получилось бла- 


годаря делению 05 на 24. Но 5-—это количество, на кото- 
ре 8 превышает 3, 2 4 же — второе число, увеличенное на Е ?). 

Таким образом, если мы возьмем второе число, как лю- 
бое 1, и вычтэм его из ЕЁ, а затем разделим остаток на 
число, которое на Е больше второго числа, то мы получим 
первое число. 

Пусть, например, второе чи:ло равняется 21—Е1; я 
вычту его из Е8. Остаток ЕЭ— 21. Это я разделю на 
число, боль-иее (второго числа) на ЕТ, т. е. на 21, и тогда 


[9 


1 
в качестве первого исла получится 9—1 3). 


И, таким образом, мы имеем неопределенное решение задачи, 
при которой произведение вмэсте с суммой дает Е 8. Неопре- 
деленным же решение называется потому, что сколько бы Е 
мы ни взяли для С, последнее удовлетворяет данным усло- 
вням задачи. 


Поясвъительные замечания. Относительно обозначе- 
ний мы отсылаем к предыдущей задаче. Диофант дает лишь одно 
решение непределенной задачи, 3 исключением тех случаев, 
когда ему необходимо установить вспомогательное предложение 
для решэния какой-нибудь задачи, Причину этого нетрудно 


1) Диофант пишет 0 еще с членом. Таким образом 0 ие явля- 
е-ся у него еще чистым символом. 

2) Диофант склоняет также Е, рассматривая его, таким образо` 
еще как слозо. 


1 
3) Вместо я Днофант пишет Й с {-образным показателем. 
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понять, ибо уже призеденная задача требует очзиь про- 
странного способа изложения, так как Диофант не умеет еще 
преизвсдить выкладок алгебраическим образом. Если мы напи- 
‚шем х вместо Д и возьмем вместе с Диофлитом в качестве 
второго неизвестного произвольным обгазом 3, то мы получим: 


` Зхх-3=8; 
Из формы 


Диофачт, рассматривая 3 как произвольное число, делает вн- 
вод об об.цем решении. Если вместо 3 мы возьмем у, то мы 


получим: ху х-у=8. 
Отсюда имеем: 
х(У--1) =8—у 


х—8 У 
зо, 
У-! 
что, вероятно, Диофант и имезт в виду. Но из способа выраже- 
ния Диофанта возможно также предположить, что. он не думал 
о совершенно произвольном втором неизвестном у, а полагал 
только, что второе неизвестное должно выражаться произвольно 
через х (для чего он дает прямер у=х — 1, что приводит 
9 —х 9 
и —= —— 1). Дальнейши?» аналогичные задачи Диофант 
>” Хх 


решает совершенно сходным образом. 


К 


УШ 
Геометрический вывод решения квадратного уравнения 


Из „Алгебры и Алмукаб›лы“ перса Алхваразчи (А1сП\/агазт:) (ско-о 
875 г. н. э.) по латинскому переводу Реберта Кастрийского (КоБегиз 
Саз{гепз1з, т. е. из Честера), сделанного в Сеговии в 1145 г. Издаи вмес- 
те с английским переводом „Кобе о Спвезег’$ ГаНп ТгапЛаНоп оЁ Ше 
А1_ерга оЁ А1-Кно\айини“ Л. Ч. Карпинским (Каграз{1), Нью-Йорк, 19 5. 


Предварительныезамечания. Греки знали уже в клас- 
сическое время геометрические решения различных форм квад- 
ратного уравнения (см. П ‘асть). Но уже, вероятно, в раннюю 
пору у них выработались также и аналитические методы, Мы 
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зпаем насчет этого лишь правила, с помощью которых в позд- 
нейшее время решали квадратные уравнения. По существу они, 
разумеется, совпадают с нашими современными правилами. Эти 
правила распространялись без всякого доказательства вплоть 
до конца ХУГ в. (см. ниже, № ХУ). В это время начиназтся уже 
чисто алгебраическое рассмотргние проблемы (Бомбелли, Вот- 
Беш, 1572). Первый учемый, от которого у нас имеются по 
крайней мере геометрические доказательства этих правил, — это 
Алхваразми (т. е. родом из Хваразма, теперешней Хивы). Но 
так как буквы на его фигурах следуют в порядке греческого алфа- 
вита, то нетрудно догадаться о происхождении приводимых им 
доказательств. Другой латинский перевод его сочинения принадле- 
жит, вероятно, Гергарлу (Сегвага) Кремонскому (тоже ХП в.). Он 
был издач Г Либри (БИ) в его „Н!зю!йе 4ез з‹1епсез та й6та4- 
диез еп ЦаЙе“ (Тт., Париж, 1838, стр. 253 —297). Арабский текст 
вместе с английским переводом издал немецкий исследователь 
Ф. Розен (Козеп) (Лондон, 1831). Из средневековых переводов 
персидского ученого были сделаны многочисленные извлечения, 
и они подвергались различным переработкам, так что Алх- 
варазми, имя которого переиначили на латин кий лад в Алгоритмус 
или Алгорисмус (примыкая к греческому Аг т0$ — число) ит. п., 
считался многими творцом алгебры. Изобретение алгебры припи- 
сывали даже какому-то легендарному Геберу. 


Стр. 76, 78, 80. Мы уже достаточно говорили о 6 видах 
(уравнений), поскольку они относятся к числам. Теперь необхо- 
димо доказать геометрическим образом истинность того, что 
мы изложили в числах. Пусть для этого наша первая задлча 
гласит следующее: 

Квадрат (зибЗ{апйа) и 10 корней равны 39 драхмам (еди- 
ницам). > 

Для доказательства представим себе квадрат с неизвест- 
ными (на первых порах) сторонами. Мы хотим узнать и нари- 
совать этот квадрат, который мы бэрем на место субстанции, 
а также его корень (сторону). Пусть аб будет квадратом, 
каждая сторона которого представляет один корень (фиг. 2). 
Тогда ясно, что если мы умножим кзкую-нибудь из его 
сторон на число чисел (имеется в виду 10), то получающееся 
при этом количество корней равно корню самого числа (га@!- 
ст 1рз1!з питей аедиа!3?). Так как здесь 10 корней связаны 
с субстанцией, то мы берем четвертую часть числа 10 и при- 
бавляем к каждой стороне квадрата прямоугольную площадь. 
(дословно: площадь с параллельными сторонами), длина которой 


равна длине первоначального квадрата, а ширина равна двум 
с половиною, т. е. ч-твертой части числа 10. Таким образом 
к квадрату аб присоединяют четыре площади прямоугольни- 
ков. Длина каждого прямоугольника равна длине корня квал- 
рата @6; ширина же каждого равна. как сказано, двум с поло- 
виною. Эти площади будут сае}. Из сказанного следует, что 
это площади с неравными сторонаухи, которые тоже рассмат- 
риваются как неизвестные. Но в чэтыгех вершиках квадрата 
возникают четыре площади, величичу которых можно полу- 
чить, умножив два с половиною на два с половиною. Они 
похазывают, чзго нехватает для большей или целой площали. 
Поэтому величину большей площади мы получим, если мы 
возьмем четыре раза произведение двух с половиной на два 
с половиной и прибавим (к другой площади). Умножение это 
дает 25. Но ясно, что первый 
квадрат, означающий субстан- 
цию, и четыре окружающие 
его прямоугольные площадн 
дают вместе 39. Если при- 
бавить к этому 25, т. е. четыре 
меньших квадрата, находящи- 
еся у четырех вершин квад 
рата`аб, то получится площади 
большего квадрата, который мы 
назовем СЫ. Поэтому вся сумма 
числа вырастает до 64. Но 
корень этой суммы есть число 
восемь, и мы знаем, что оно пред- 
ставляет одну из сторон (большого квадрата). Поэтому, если из 
числа восемь вычесть дважды четвертую часть числа десять, как 
мы се имеем в вершинах большего квад?ата, то от (большей) 
стороны остается три. Действительно, если от восьми отнять 
пять, то остается необходимым образом три. И это есть в то 
же время значение стороны первого квадрата а”. 

Таким образом это число три представляет корень квад- 
рата, т. е. корень данной субстанции, и, значит, число девять 
выражает значение самой субстанции. Поэтому мы должны 
разделить число десять пополам и половину его помножиать 
на самое себя, а затем прибавить все произведение умножения 
[1 ЯарНсаНоп’$ ргодиит 1)] к числу 39, чтобы дополнить 
обвод (сисиш4исНо) квадрата СН. Ибо отсутствие четырех 

; 


1) Уже здесь употреблено это выражение; ср. Тгор[ЁКс, Г, стр. 78. 
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везшин делало неполным обвод этого квадрата. Действи- 
тельно, очевидно, что четвертая часть всякого числа, умно- 
женная на самое себя, а затем на четыре, даст то же самое 
число, как если бы половину этого числа умножили на самое 
себя. Поэтому, если половину корней?) умножить на самое 
себя, то результат (здесь зипипа!) умножения вполне равен 
(зи'Ичетег еуасие, адаедиаЪй уе1 4ее.) тему, что полу- 
чится, если четвертую часть помножить на самое себя и за- 
тем умножить на четыре. 


Пояснительные замечания. Некоторые шероховатости 
перевода имеются и в латинском тексте, который нельзя считать 
вполне установленным, хотя Карпинский сличил между собой все 
имеющиеся рукописи. В английском переводе Карпинский обра- 
ща-тся довольно свободно с подобными местами. Я воспользо- 
вался также английским переводом Розена, сделанным с арабского 
оригинала (цит. соч., ср. 13—15); но он мало помогает в де- 
ле выяснения отдельных пунктов текста, ибо он носит тоже до- 
вольно свободный характер. Но смысл не подает повода к недора- 
зумениям. Излишняя пространность изложения, по сравнению 
с точно и сжато выражающимися греческими авторами клас- 
сической эпохи, лежит, разумеется, на ответстьенности мусуль- 
манско:о автора. Я тщательно старался употреблять цифры 
только там, где они имсются и у Роберта. В арабском ориги- 
нале нет вообще никаких цифр (хотя арабы знали, конечно, 
цифры). Это еще усугубляло громоздкость изложевия. Ссчиненье 
Алхваразми, как и большинство средневековых книг, не носит 
никакого заглавия, а начинается предложением, в кэтором сразу 
же встреча:отся оба термина: алгебра и мукабала 2). Первое озна- 
чает вообще „вправлять“ (в том числе вправлять и сломанные 
члены), а в нашем случае имеет в виду, что в линейных урав- 
вениях с одним неизвестным вычитаемые величины должны быть 
„дополнены“, так что осгаются только аддитивные величины. 
Слово мукабала означает, что встречающиеся в подобном урав- 
нении на обеих сторонах его равные величины должны быть 
„выравнены“, т. е. сокращены. Таким образом оба слова, взятые 
вместе, означают, примерно, то, что мы назвали бы у линейного 
уравнения „приведением к простейшему виду“ Но вскоре после 
1000 г. слово а1-4$сВаБг (латинизированное в алгебру) приня: 
у самих арабов общее значение решения (сперва линейного) урав- 


1) Этот способ выражения встречастся еще часло в ХУ] в. вместо 
‚половинз числа корней“; ср. ниже, № Х[. 
*) Подробиее ©б этом см. в рабо1е Ю. Руска (см. сле; ующую задачу). 


нения, Вместо слова „зибз{апНа“ большинство других перевол- 
чиков пользовались словом „сепзиз“, усвсенным затем италь- 
янскими ав:огами (Леонардо Пи-анский, ХИП в.) и распростра 
нившимся впоследствии далее вплоть до немецких коссистов 
(см. ниже) ХУГ в. Вместо „агаспте“ или „агаста“ (арабск. 
аппет) уже Леонардо Пизанский пользовался таже термином 
„Чепа!и$“, начальные буквы которого встречаются еще в старом 
знаке д.я пфеннига, а у англичан в сокращен:.и 4 для пенни. 
Доказательство, даваемое персидским автором, понятно без вся- 
ких комментариев. Надо заметить, однако, что из-за отсутствия 
буквенного обозначения ему нельзя придать общего вида. В дан- 
ном случае сно проводится на примере х?-- 10х == 39. Поло- 
жение дела оставалось таким до конца ХУ! в. (ср. ниже, № ХУП). 
Алхваразми дает еще другое геометрическое дсказательство 
той же самой задачи, тесно примыкающее к правилу для реше- 
ния ее; здесь только у двух соседних сторон квадрата прибав- 
ляют прямоугольники с шириной пять, которые з.тем дополняют 
у одной вершины квадратом 0 на 95, так что получается „боль- 
ший квадрат“. Но я умышленно выб`ат вышеприведенную, 
неск. лько непригычную, но очень изицную форму доказа- 
тельства, 


[Х 
Арабская задача на раздел наследства 
ЛиневЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 


Из „Алгебры“ Алхваразми (около 825 г. н. э.: см. предыдущую 
задачу), переведенной прямо с арабского Юлием Руска в его работе 
„Сиг аЦез{еп ага. свеп А1ребга ип КеспепКипз{“, 125 $., „ЭИЕезЬ г. 
Не!ЧеЪегрег Ак. 4. \/1ззепзсН., рый.-01${. К].“, Лио. 1917,2 АБН. (имеется 
в продаже и отдельно). 


У Руска стр. 52153, у Розена (см. предыдущую задачу) 
стр. 86 араб. текста, стр. 116 английского перевода. Один 
человек умер и оставил 4 сыновей и завещал одному чело- 
веку столько, сколько составляет доля каждого из сыновей, и 
четверть того, что остается от трети (дополни: состояния за 
вычетом той доли), и один диргем. Правило лля решения 
этого таково: ты берешь 1|, состояния, затем вычитазшь из 
него одну долю, так что остается 1|, бзз сдной доли. Затем 
ты отнимаешь 1/, того, что у тебя осталось, т. е. 1]; от 1]. 
без одной доли, и отнимаешь также диргем, и то:да у тебя 
остается 3/, от 1/., состояния, т. е. 1/, состояния без 3], 

! одной доли и без одного диргема. Эго ирибавь к (имеющимся 


еще) ?/; состояния; тогда ты имеешь 11 частей из 12 (час- 
тей) состояния без 3/, одной доли и без одного диргома, 
которые равны 4 долям. Дополви это 3/, одной доли и 
одним диргемом, тогда 11 частей из 12 состояния будут 
равны 4 долям и 3/, одной доли и 1 диргему. Пополни 
твое состояние, прибавив к долям и диргему 1 часть из 11 
частей их, тогда ты получишь 1 состояние, которое равно 
5 долям и 2 частям от 11 частей одной доли и 1 диргему 
и 1 части от 11 састей диргема. 


Пояснительные замечания. Для большей удобопо- 
нятности мы ввели цифры в текст. В арабском оригинале, как 
указано в предыдущем номере, их нет. Для встречающихся в за- 
даче небольших дробей у арабов имеются особые наименования; 
более же крупные дроби даются, как видно из текста, с помощью 
обстоятельных описательных оборотов. Вся вторая часть Алгебры 
Алхваразми была неизвестна в Средние века; впервые она была 
переведена Розеном, а затем тщательно разработана Руска в ци- 
тированной работе и автором предлагаемой хрестоматии 1). 

Задача является убедительным примером того, какой много- 
словный характер прикимаст решение, когда нет симвелики и 
приходится все выражать словами. Положим, что состояние рав- 
нязтся А, доля одного сына Ё, сумма, завещанная постороннему 
человеку, х; обозначим, далее, диргем через 4, тогда имеем прэжд: 
всего: 

(ти) 
Х=Е- 4 |3 )- 


Если это отнять от всего состояния (АлХзаразми отнимаёт 
это от 1|, состояния, но затем снова прибавляст ?/; состояния), 
то получится: 


ибо этот остаток делится поровну между 4 сыновьями. Этот дает: 


11 3 
ВА — 1—4 =4, 


‚ +) Ре ЕГеПипозащаеп Бе! Мипаштей п Маза А1свууагагти, „бей- 
5спг {. пай. и. паагу. Омен: сН#“, 53 (1922), стр. 57—67. Ср. также мою 
статью: „биг тиз1:п$сНнеп ил@ арурзсНеп О1е.сПпилозацЙозипр“ в Аг- 
сту 4 опа Ч4еПа .с1епга“, 6 (1925), стр. 46—48. 
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или, применив операцию, называемую „а1-Чзспауг“: 


11 3 
ВА 4 ЕТ 4. 


Тсиерь Алхваразми, вместо того чтобы умножить, подобно 


нам, все на прибавляет к каждому члену одиннадцатую часть 


12 
11’ 
его 1): 


3 1 3 1 


Теперь мы имеем некоторое отношение между А, Ёиа, при- 
чем последнее приходится рассматривать как известное опреде- 
ленное число (константу уравнения). Мы в состоянии теперь 
путем определенного выбора двух из этих величин определить 
третью. Алхваразми указывает еще правила, как можно сделать 
целочисленными 4 или #. Арабское слово для выражения „состоя- 
ния“ (1181) — то самое, что в предыдущей главе означало квад- 
рат неизвестного. И этот двоякий способ употребления — грече- 
ского происхождения. Действительно, употребляемое уже Гиппо- 
кратом Хиосским (около 440 г. до н. э.) для обозначения второй 
степзни слово Чупа! означает также и в греческом „состояние“, 
то же самое относится к приводившимся выше латинским сло- 
вам сепзцз и зиб{апНа. 


Х 


Коссические знаки 


Из ненагечатанпого сочинения „Соз$“ Адама Ризе (В 1е-е), первона- 
чальная рукопись которого находится в собственности города Мариен- 
берга в Саксонии (см. „Со$$“, стр. 109). Это сочинение было написано 
в 1524 г. Копия, послужившая для изготовления факсимиле на фиг. 3, 
дружески предоставлена нам П. Гоппердитцелем (Норрег@е{е]). 


1) Так поступает обыкновенно Алхваразми, которому, впрочем, знаком 
и наш современный способ. Об этом говорится в моей вышепривелен- 
ной статье. Тот же способ встречается в одном месте и в Папнрусе 
Ринда (задача 28; см. выше, № Ш\ он дает ключ к пониманию этого, 
остававшегося до сих пор неясным, места, 


$ Видейтнер, Хрестематяа, ыы 


Предварительные замечания. Слово „Соз$“ проис- 
ходит от итальянского слова соза (латин. саиза) и означает нс- 
известное. По-немецки это слово стало затем в ХУ! в. и позже 


5 


% 
К) 


Е сы ЗВ ГЛ < 
сова сныы 


обозначать вообще алгебру. Знаки для обозначения различных 
степеней неизвестного, приобрэвшие с конца ХУ в. права граж- 
данства в Германии, приведены на фиг. 3 рукописи Ризе. Но 
так как, может быть, не все читатели сумеют разобрать ее, то 
я прежде всего передам се текст (см. фиг. 3). 
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1, Ф, Огавта а4ег Митегиз. — Оаз 151 Фе -2а1] ап {1 821. 
Безё ребе вап №0$$ (драхма или число — это просто 
число, взятое само по себе). 

2, №, Вах а4дег Созз. — Пе миге] адег даз Чек рпа 
Че1с1$ резснугепрег! И2НсПе 2а] 2и Набеп (радикс или косс — 
корень или вещь, которая, оплодотворенная, должна нести 
всякое число). 

4, 4, Сепзиз афег диайгаиз. — О!е тасМ аиН аПе зеНеп 
с1есй аи$$ ег \уиЦ2е] т $1сВ еп ргипреп [вторая степень, 
или квадрат, (Сепзи$ — состояние), равное по всем сторонам, 
возникает из корня (умноженного) на себя]. 

8, < Сибиз. —13{ ет согриз, Чаз аий аМе зейеп 1 Фе 
цен 1епг уп Бтей г]есВ 1$ (куб — это тело, которое равно 
по всем сторонам, по глубине, длине и ширине). 

16, 34, Депзи$ 4е Депзи. — 134 еп Несв еприпееп4 аиз$$ дет 
диадга* 1п $11 зе15езф (вторая степень второй степени — это 
площадь, возникающая из квадрата на самого себя). 


`32, В, зигзоНаит. — 154 ешп ЧаиБе 2а1 41е Кет ретешпзспа 


\ефег т! Чет диадгаеп посН сибо ра (зигзоНаит — это глухое 
число, не имеющее ничего общего ни с квадратом, ни с ку- 
'бом). 

64, 34, СепзшсиБиз. — 131 ете 281 Че п &св Ве} Фе змииае 
епез диадгаеп а15$ Чап $0]сНе @ез си (квадратокуб — это 
число, содержащее в себе корень квадрата, а также куба). 
128, 0р,. ЫззигзоНаит.— Наё Кеш аиз5випе 4ез диадгаеп 
пов сиб! /зоп4ег 41е Им зе1Ъез{ срезе 4 15 (Ы15$зшгзоНаит — 
не допускает извлечения ни куба, ни квадрата, но положено 
в себе). 

256, $43, Сепзи$ Депзш @е Сепзи. — Е п$рИпР{ $0 Фаз ргодис 
аупз диайгеп 1п св решй \уйа [вторая степень второй сте- 
пени второй степени. Возникает как произведение квадрата 
на (самого) себя]. 

512 (%, Сифиз 4е сиъо. — Ет5рИпё{ аиз ши рИ«етеп .4ез & 
1 $18 55 сиыи (кубокуб возникает от умножения < 
на себя кубическим образом). 


Пояснительные замечания. История этих знаков 


крайне запутана, так что для более подробного изложения 
я вынужден отослать читателя к Тропфке, П, стр. 104. В частно- 
сти, отметим следующее. Отавта (араб, диргем, в настоящее время 
драхма)—монетная единица Знак ее представляет собой искажен- 
ное @ (начальную букву!) ‹ завитущной. Часто писался так. же, 


3+ $ 


‹ак наш старый знак для пфеннига & (происходящий от слова 
„Чепайи$“ —динарий; см. выше, № УШ). Вместо га@!х часто читали 
г2$. Знак его —Г с завитушкой. Вопреки Тропфке, я не думаю, 
чтобы декартовский х (которым, впрочем, он пользовался 
не только для обозначения неизвестного) имел отношение 
к этому знаку, ибо, несомненно, Декарт х писал вовсе не таким 
образом, чтобы он мог (подобно нашему теперешнему х) напоми- 
нать знак 26. Обозначение „вещь“ встречается уже в арабском. 
Сепзиз$ (лат.) значит состояние; то же самое уже у арабов. Вы- 
ражение „Мас“, которым пользуется Ризе для обозначения 
второй степени, это только другой перевод греческого дупат!$ 
(араб. тё!), употреблявщегося уже с древних времен для 0обо- 
значения х? (лат. рофепЧа, нарялу с зиб$апНа и сепзиз$, уже в 
ХИ в.; см. выше, № [Х). Только в ХУШ в. слово „Роеп2“ (степень) 
получает общеупотребительное теперь значение. Следующие два 
термина—сиБиз и`Сепзиз 4е 2епзи— не нуждаются ни в каких 
разъяснениях. До сих пор нет еще удовлеТворительного объясне- 
ния происхождения слова „зит5оНаит“ Ризе связывает его, оче- 
видно, С „5иг4и$“ (глухой). Знак для него—это 6; Следующие 
термины представляют просто составные слова, которые иными 
авторами продолжаются еще далее (51$ — двойной, хеши — умно- 
женный, от латинского Фисеге). Все эти знаки и наименования, 
представлявшие значительный прогресс по сравнению с пред- 
шествовавшими способами выражения, лишь постепенно усту- 
пали место более удобному обозначению при помощи показате- 
лей степени, которое началось с того, что к знакам стали припи- 
сывать соответствующие показатели. Наш современный способ 
начертания показателей установился лишь начиная с Декарта 
(1637: см. ниже, № ХХ|. 


Хх 


Решение квадратного уравнения 


Подобно предыдущему номеру взято из сочинения Адама Ризе о 
„Коссе“, вновь открытого Бруно Берлетом (ВеПе{) в 1855 г. и опубли- 
кованного им в 1860 г. в Аннаберге (в Силезии). С извлечениями из 
учебников арифметики Ризе переиздано тем же автором в его собствен- 
ном сочинении „Адам Кезе, зеп [ефеп, зете КеснепЪаспег ип@ зешпе 
АП 2и гесппеп. Ойе Соз$5, уоп Адат Мег.“ Ёр2., 1892. См. стр. 37. 


Пятое уравнение такое. Если даны три последовательные 
степени, причем первая равна последним двум, то следует две 
наименьшие, именно первую и среднюю, разделить на послед- 
нюю, наибольшую (здесь имеются в виду только коэфициенты, 
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т, е, оба коэфициента при меньших степенях должны быть разде. 
лены на коэфициент при высшем члене). Затем средний зна“, 
должен быть разделен пополам, и половинную часть надо 
возвести в квадрат, потом прибавить к первому знаку, и габх 
диадгайа из этой суммы без половинной части среднего знака 
дает ответ на вопрос (на этом правило кончается, затем идет 
пример), как, например, 12%.--3) равны 1365, раздели 
ф-- к на \ (здесь знак -- употреблен вместо обычного слова 
„‚и“), получится 45 от первого знака и 4 от среднего. Раз- 
дели пополам 4, возведи в квадрат и прибавь к 45, полу- 
чится 49. КаФх диадтаа от этого будет 7; отними теперь 
половину среднего знака, т.е. 2, останется 5. Это и будет 
гаФ1х. Проверка: 12 га@сез составляют 60 и 3 квадрата от 3 
га@х составляют 75, сложи вместе, получишь 135, т. е. число, 
равное первому знаку. 


Пояснительные замечания, Если мы станем исходить 
из заданного примера 


12х 4- 3х? == 135, 


то, согласно правилу, следует, прежде всего, разделить все на 
коэфициент при высшем члене, т, е. на 3. Тогда получаем: 


Теперь делят коэфициент 4 пополам, возводят половину в 
квадрат, что дает опять 4, к этому прибавляют 45 и извлекают 
из суммы корень, что дает 7, Если вычесть отсюда 2, то полу- 
чается решение уравнения 5. 

Легко заметить, как трудно все это выразить общим образом 
при помощи слов, так как еще не имеется буквенного обозна- 
чения. Далее квадратное уравнение имеет здесь три формы, ибо 
приравниваются `межлу собою лишь положительные члены (мы 
прнвели только один случай), и, наконец, рассматривается только, 
один корень уравнения, так как в данном случае второй был бы 
отрицательным (— 9). Ризе еще совсем далек от мысли клас- 
сифицировать уравнения по нх степени. Таким’ же точно образом 
можно было бы решить (как это и говорит в дальнейшем автор) 
уравнение 

4х3 -|- х6 = 40%, 
\ 


разделив все ча х*. Доказательства решения совсем не приволатся 


ХИ 
Первое появление в печатных книгах знака радикала 


Из „Венеп@ ип Нибзсвь Кесппипе Чип 4е Кипугасней гереш 
А|сефге | зо рещелскИсп @е Созз сепеппф \мегаеп... ГазаттеаьтасНи 
аигсй Сой$юНепл Кидо уот Замег“.. („Быстрый и красивый способ 
счета при помощи искусных правил алгебры, обыкновенно называемых 
Косс... Составлено Христофором Рудольфом из Явера"). Предисловие 
помечено Веной, 1525. В конце книги указаны типография н год изда- 
ния: АгрещогаН (т. е. Страссбург).. Аппо зирга зездийшиШезшиии \м!се- 
$1то диш (т. е. тоже 1525). 


Лист Е Ш}, Уо.: Надо заметить, что га@х адцадтайа (квадрат- 

ный корень) будет в этом а|еогто (способе вычисления) 

- обозначаться ради краткости знаком /: так, м” 4 означзет 
та4сет аиадгайат.из 4. 

Лисг (Е\), Кй.: Всякое число, снабженное простой ч/ 
двойной `^/ Или Тройной точкой \^л^/, называется в этой книге 
деноминативным числом (т. е. подрадикальным числом). Наобо- 
рот, всякое число, которому не предшествует такая точка, 
называется абсолютным, прими это во внимание. 

Лист (Е у|}), Уо.: Ка@х сиБса означается в этом а12ог{то 
через следующий знак х^Х Таким образом ^^” 8 означает га@х 
сциЫса из 8. 

Лист Е 1), Вй.: Корень или га@х от 2еп$4ехепз (т е. корень 
4-й степени) означается здесь следующим знаком *^/. | 

Таким образом / 16 ознгчает гад!с!$ га сет, т.е. гад. 
сеш аиаЧгаат из квадратного корня от 16. - 


Пояснительные замечания. Значение слова „Со$5° мы 
объяснили в № Х. „Из Явера“ означает „из (бывшего) княже- 
ства Яуер® (в Силезни), которое принадлежало тогда богемскому 
‘королевству. Слово „Алгорифм“ в употребляемом здесь значении, 
сохранившемся до настоящего времени, возникло в Средние века 
из ставшего несколько легендарным имени известного уже нам 
перса Алхваразми, латинизированнего в А1>0И$щи$ или А!оп- 
Ч1щщи$ (в связи с греческим АПпо$ — число). Из второго от- 
рывка видно, что знак корня вознак из точек, которые стави- 
лись перед „деноминативными“ числами. Это наблюдается впервые 
в немецких рукописях около 1480г. Квадратный корень обозна- 
чали одной точкой, кубический корень, как видно из вышеприве- 
‚денного, трещя точками, а корень четвертой степени непоследова- 
втеЛёНо только двумя точками. Разумеется, такая непоследова- 
‘тельная система, которую к тому ще чельза было распространить 


на корни любой степени, не могла удержаться; но простая точ- 
ка, снабженная штрихом, сохранилась в качестве знака для ра- 
днкала. Утверждение будто знак радикала возник из латинского т, 
начальной буквы слова „га 1х“, чистейшая басня, встречающая- 
ся еще даже и в наше время во многих серьезных книгах. 
О 7спзи$ и Депз4е2епз см. также № Х. 


ХШ 
Начатки обозначения показателей степени 


Из „Ауп пем Кип$Шсн ВиесН, \уе’спез раг се\1$$ уп4 БеЦепа 1егпе{ 
паср Чег сешайпеп гере! Реёге /\е5спеп ргасНс| тереёп {а1$1 упа еИспеп 
гереш Соззе тшапспеПау зсвбпе уп@ 2и\133еп поиИИк гесппипр аи: 
КаиНтапэсвай!. . . . СетасН ацй 4ег 16ЪЦсвел Ноеп $спи] 2и \Чепа 1п 
Оегге! | Чигсь Неп4сит Отаттаеит/ одег зсБтеуфег уоп ЕгЁига{ 4е: 
$еЪел Неуеп Кёп${еп Ма1$‹ег“. Предисловие помечено Веной, 1518. От- 
печатано в Нюрнберге (год не указан). „Новая искусная книга, учащая 
б ястро и належно согласно обыкновенному троЯному правилу, итальян- 
скому способу, правилам {а151 и некоторым правилам Косс, разным пре- 
красным и необходимым купечеству для знгния способам счета. .. 
Составлего в достохвальноЯ вы`шей школе в Вене в Австрии Генрихом 
Грамматеусом или Шрайбером из Эрфурта, магистром ссми свободных 
искусств“. 


Предварительные замечания. Ни одно из обозначе 
ний, употреблявшихся до ХУ в. для степеней неизвестного, не 
могло быть распространено на произвольные степени, как это кы 
уже знаем по примеру коссических знаков. И фактически все авторы 
ограчичивались первыми степенями, редко переступая за показа- 
тель 10. Очень серьезное достижение в этом направлении было 
саелано французом Н. Шюке (Свидие). Но сочинение его от 
1484 г. осталось в виде рукописи, использованной только в 
своей практической части одним позднейшим автором. Во всяком 
случае можно допустить, что Грамматеус ничего не знал об этом, 
когда он пришел к своей собственной, хотя и не столь практич- 
ной идее. К сожалению, его идея не оказала никакого влияния, 
хотя книга его приобрела известное распространение (она вышла 
еще в четырех дальнейших изданиях, из коих последнее в 1572 г.). 
В том же году вышла „[.’А!еерга“ Р. Бомбелли (Вотье!) (см. 
ниже), давшая решительный толчок развитию идеи о показателе 
степечи и пользовавшаяся обозначением, очень напоминавшим 
символику Шюке, хотя, вероятно, независимым от нее. Грамматеус 
сам считал свое обозначение прогрессом по сравнению с косси- 
ческими обозначениями, чго явствует из пи кеследующих его слов. 


Лист (Е у), №8.: И имеется еще много других названий 
(г. е. коссических знаков), о которых я не буду здесь более 
говорить, но выскажу свое мнение со многими прекрасными 
правилами. Как указано ниже, 

Лист С п} Уо. Итак, наконец, вот каковы названия, ко- 
торые употребляют в данном исчислении в качестве питегиз: 
пишут, следовательно, № 1а:ри:2а:$е :; За: ег: 4а : дцаЦ: ба ; 
дит : ба: 5ех. Мишегиз означает не что иное, как единицу, 
или 1. 


Пояснительные замечания. Таким образом Митеги$ 
есть постоянная, которую коссисты обозначали через 6 (Чепаи$ 
‚нли Чгарта). Двоеточия стоят вместо простых точек. В соот- 
ветствии с этим, например, За :{е а означает третью (т. е. сте- 
пень), сокращенно обозначаемую также (ег. Затем Грамматеус 
(по-гречески это значит писец) производит, пользуясь этим 
обозначением, обыкновенные операции, которыми начинается 
еще и в настоящее время любой учебник алгебры, В качестве 
примера мы приведем сложение двух алгебраических дробей. 


Лист Н Ц, \0.: 


АЛГОРИФМ ДРОБЕЙ, СЛУЖАЩИЙ ДЛЯ ПРАВИЛ КОоССА 
АЧАа!{10 (СЛОЖЕНИЕ) 


При всеХ арифметических действиях, как сложение, умно- 
жение, вычитание и деление, следует поступать, как было по- 
казано для обыкновенных дробей; если я хочу сложить 3 ри:, 
деленное на 4 5е:, с 5(ег:, деленным на 6 диаи:., Напиши тогда 
Зри: | бег: 
45е; < бацаи: 
на б диай :, дает 18 аш: , затем 5 еп; умноженное на 4 $е: 
дает 20 ашл: ; если сложить все это, то числитель будет 38 дит! :. 


Затем умножь нижние количества, это даст 24.6 {а, и получим 
38-51: или 19М Ты можешь также, прежде чем про 
24.64: ^ 12ри:; ‚ Пр роизве- 


. Умножь накрест. Скажи Зри:, умноженное 


сти сложение (если это возможно) 1, сократить каждую дробь, 
и тогда надо сказать так; я хочу сложить 3 М№:, деленное на 
4 ри:, с 5 М, деленным на б рп:. Умножь накрест, как выше, к * =., 
ВИ или, ‚и приходишь к тому же резуль 
фиирииричириынаннищийй з © 
24.0: ИИ Тори: * "ПР уже резу' 


тату, что и прежде. 


получится 


ое ы 


& 


‹ Эты скобки имеются в оригинале, 


Пояснительные замечания. В предпоследнем знаме- 
натгле 2а: означает, конечно, то же самое, что и з$е, именно: 
„зесип4а“, т. е. вторую степень. Следует заметить также, что 
приведенные выкладки совершенно независимы от того, прел- 
ставляют ли основные числа известные или неизвестные вели- 
чины. Выкладки эти сводятся к следующему: 


За | 50° _ 384 19 
442 Г 6.4 21а8 12а’ 


или 


В настоящее время мы бы высказались против первого спо- 
соба, ибо он приводит ненужным образом к слишком высоким 
степеням, да и при втором способе мы бы сразу взяли в каче- 
стве общего знаменателя „наименьшее общее кратное“ обоих 
знамена елей, т. е. 12а, и обошлись бы затем без сокращения. 
Но следузт принять во внимание, что умножение накрест пред- 
ставляло собой очень удобное правило, и что еще в настоящее 
время немало лиц, предпочитающих мехалически производить 
его, чем задумываться над каждым стдельным примером. Автор 
приводит еше один пример, в котором он берет уже определен- 
ные числа (1 р: равно 2 М, или, как мы бы сказали, а=2). 
Книга Грамматеуса является также первым печатным произведе- 
нием, в котором встречзются в алгебраических выкладках знаки 
плюса и минуса, появившиеся в конце ХУ в. (в рукописях они 
встречаются несколько раньше). В подтверждение этого мы при- 
кедем еще один пример на вычитание, ле.ко понятный без вся- 
вих комментариев. 


Ли (@ м), \Уо.: 


Три: — 7М№: 
4ри!: — 6№: 
Эр 1: — 1№: 


Обозначение показателей степеней Грамматеуса перенял, на- 
сколько я знаю, только Иоганн Шейбль (ЗспеиБе{из — ЗеНеу!) 
в алгебраическом введении, предпославном им своему латин- 
скому изданию первых шести кимг Эвклида (Базель, 1550). 


4} 


хх 
Пепвое появлениз® понятия о логарифме как второго рода обрат- 
ном действии по отношению к возведению в степень 


Из МЕнае! $:е1, „Атей:а ИЦерта“ (т. е. вся арифметика), Нюрн- 
берг. 1544. 
Предварительные замечания. Учение об отношениях, 


изложенное Эвклидом в 5-Й книге его „Начал“, очень древнего 
происхождения и в основном, несомненно, связано с музыкой. 
Теория музыки была, по существу, разработана Архитом Тарент- 
ским (4380—8365 гг. до н. э.), в котором согласно новейшим 
исследованиям 1) прихсдится видеть главу. так называемых (оши- 
бочным образом) „пифагорейцев“ Было найдено, что длина стру- 
ны, дающей квинту какого-нибудь звука, находится к первона- 
чальной длине струны в отношении /3:2, для кварты же это 
отношение оказалось равным 4:3, а для октавы 2:1. В то время 
как октава, если можно так выразиться, получается из сложения 
квинты и кварты, т. е. квинта -- кварта == октава, соответ- 
ствующие отношения приходится не складывать, а умножать, т. е. 


3 4 2 
т. Из этого факта возник обычай при выкладках 


— 
— 6 —— 


2 3 
с отношениями говорить „складывать“ вместо „умножать“, „вычи- 
тать“ вместо „делить“ и т. д., словом, называть всегда, если 
можно так выразиться, арифм зтическое действие одной ступенью 
ниже. Этот способ выражения через посредство мусульман рас- 
пространился и в латинском средневековьи, и мы встр-чаем его 
еще у ученых, стоящих на пороге Нового времени. 

Чтобы избежать недоразумения, мы в нижеследующем будем 
прибсгать к кавычкам при пользовании техническими терминами 
на старый манер. Таким образом „умножать“ какое-нибудь отно- 
шение на 2, зпачит возвести его в квадрат. Так, например, 


5 


9 
„ДВОЙНОЗ“ ОТ 5 будет 4 Отношение не может быть „помно- 


жено“ на отношение, как определенно подчеркивает Штифель 
(цит. соч., лист 53 \о.). „Умножать“ отношение на дробь значит 
возвести его в степень, показатель которой дается числителем 
этой дроби, и затем извлечь корень степени, соответствующей 


знаменателю. Так, например, отношение „умноженное“ на 


9 
4 
3 


2 9 \ 2 
дробь дает 27 т, е. мы пишем ее (=) 2. Уже Ник. Орезм 


о, 3 


1) См., в озобеносги, Е. Егапк, Ро цп@ @е зорепапщей Руабо- 
геег, Нае, 1923. | 
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(О:езше) производил в [У ь. операции с подобными дробными сте- 
пенями. Аналогичным образом для „деления“ отношения на дробь 
надо взять дробь, обратную данной, и „умножить“ на нее (цит. 
соч., лист 54, Кй.). Но Штифель замечает, что можно, кроме то- 
го, отношонье „делить“ и на отношение. Он говорит: 


Лист 953, Вй.: Подобно тому как м жно определенное коли- 
чество локтей делить либо на некоторое количество локтей, 
либо же на отвлеченное число (питегит абзкафит), так 
можно и отношение „дэ?лить“ либо на отвлеченное число, 
либо на отношение. 

Если отношение „делнтся“ на отношение, то всегла в ча- 
стном получается число, и ни в коем случае не отношенис. 
Действительно, если я спрашиваю, сколько раз встречается 
„делительное“ отношение в делимом отношении, то я получу 
необходимым образом простое словесное частное (4и а4уег1а$з). 
Точно так делят материю для одежды на материю для одежды. 
Я могу, действительно, спросить, сколько раз измеренный лок- 
тем кусок материи содержится во всем кускс ее (1 1рзо раппо). 

(Здесь следует замечание о „делонии“ отношения на число.) 


ПрАВИЛО ДЛЯ ДЕЛЕНИЯ ОТНОШЕНИЙ НА ОТНОШЕНИЯ 


„Вычитай“ „д лительное“ отношение из делимого отношс- 
ния, пока либо получится равенство (т. е. перестанет получаться 
остаток), либо изменится род отношения (т. е. делимое отно- 
шени? станет < 1, между тем как раньше он) было 1). 
Частное состоит тогда из суммы единиц, которыми отмечаются 
отд льные „вычитания“, ибо для каждого производимого 
„вычитания“ надо браль одну единицу. 

Пример, в котором наступает равенство. 


[® 


Я хоч напонмер, „разделить“ а на 5, т, е. на отно- 
е 3 2. 
Перзо? „вычитааис“ 
729 1498 243 
дает ИЛИ 
9 64 192 32 
Второе „вычитание“ 
2 243 486 51 
дает и; 
3 ... 32 96 16 


(У Штифеля приводится полиостью.) 


4 
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(Лист 54, \0.) Шестое „вычитание“ 


2 3 6 
дает Здесь имеется равенство. 
2 3 6 


Если получается равенство, то это означает, что „дели- 
гельное“ отношение целиком содержится в делимом отношении 
И ЧТО „делительное“ отношение есть определенная (аНаиойа) 
часть делимого отношения. 

Но так как было произведено 6 „вычитаний“, то „част- 
нсе“ от „деления“ равно 6. 

Пример, в котором не получается равенства. 

Если не получается равгнства, а только изменяется род 
отношения, то это показывает, что „делительное“ отношение 
есть неопределенная (а!аната) часть делимого отношения и 
не содержится целиком в нем. 


Я хоч априме азделит 87 она 27 
очу, например, разделить -55- на -». 
Первое „вычитание“ 
8 2187 17 496 51 
дает или 
27 128 3 496 16 
Второе „вычитание“ 
8 81 648 3 
дает или 
27 16 432 2 
Трегь? „вычитание“ 
8 . 3 24 4 
дает или 
27 2 94 9 


Ты видишь, что род отношения здесь изменился, ибо полу- 
чилось отношение меньше 1. Следовательно, не нужно было 
производить третьего „вычитания“. 

Так как согласно этому получены были два „вычитания“, 


3 
то „частное“ равно 2. Но оставался „остаток“ —. Но это оста- 


точное отношение есть „третья часть“ (лист 54, Кй.) „дели- 


1 
тельного“ отношения? слеповательно, все „частное“ равно 2 — 
“ 


2187 


Таки“ образом „отношение“ обоих отношений о и 


27 7 
с равно з. 

Пояснительные замечания. Сравнениз с локтями ма- 
терии, конечно, несколько хромает; но оно годится, чтобы укре- 
пить в читателе мысль об обеих возможностях. Ив ХУ! в.— как 
и в Средние века — еще часто отсутствуют черточки для обозначе- 
ния дробей. Весьма часто встречается, как и у Штифеля, пута- 
ница.— Штифель всегда умножает на обратную дробь и лишь по- 
том производит сокращение. Разумеется, наш метод производить 
сокращение заранее предпочтительнее. Нервый пример Штифеля 
мы бы теперь писали следующим образом: 


(3 *х 729 
2] 64’ 


х==108 54 = 6. 


2 > 


откуда 


Второй пример имеет такой вид: 


27\*__ 2187 
8) — 128’ 


ИЛИ 
3 \3х 3 \7 
(5) = (5). 
откуда 
сю. 2187 _1 
27 128 3’ 


Для любого современного читателя ясно без всяких коммен- 
тариев, что на этом фундаменте можно было быстро возвести 
учение о Логарифмах. В действительности логарифмы появились 
тишь в начале ХУП в. в несколько ином виде. Но великий историк 
Поль Таннри (Таппегу) вполне правильно считает это „маскиров- 
кой“ 1). Мы вправе даже вместе с Таннри считать весьма вероят- 
ным, что основой открытия логарифмов было древнее учение 


(} „ВЫ та’ь.* (3), 3 (1902), стр. 163, 
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о музыкальных отношениях. На это достаточно ясно указывает 
и введенный Нэпиром (Мар!ег) (1617) термип „логарифм“ (число 


отношения). 
ХУ 


Единообразная трактовка различных форм квадратного 
уравнения 1 
Из „АтиитеНса ицерга“ Михаила Штифеля, Нюрнберг, 1544. 
Предварительные замечания. Со времен Алхваразми 
(около 820 г. н. э.) общее (трехчленное) квадратное уравнение 
рассматривалось в трех формах, которые в настоящее время мы 
бы писали так: 


ах 6х —с, ах ==х с, ах? Ре-фх. 


Алхваразми перенял эти три формы из греческих источников. 
Каждая из них имела свое особое правило для рэшения. Так 
как, далее, принимались во внимание только положительные корни, 
то лишь третья форма могла дать два. различных корня. Алхва- 
разми учитывает уже и тот случай, когда третий тип дает только 
;дин корень (мы бы сказали теперь: два равных корня). Мнимые 
решения исключаются. Данное индусами в УТГВ. н. э. общее рас- 
смотрение проблемы квадфатного уравнения не дошло до мусуль- 
ман, а тем более до западно-европейских ученых. Первое дости- 
жение в этой области принадлежит Штифелю. Он начинает с об- 
щего правила, применимого к алгебраическому рассмотрению 
всех видов задач. 


| Лист 227, ВИ.: Чтобы найти нечззестное число, следует 
поставить на его место 1 16 Со3з$ и, найдя для этого уравнг- 
| ние, произвести с ним все возможны? упрощения. После 

этого надо разделить на коэфициент наивысшего коссиче- 
ского знака (т. е. высшей степени неизвестного) вею 
| остальную часть уравнения, которая приравнивается этому де- 
лителю, снабженному его знаком. В таком случае искомое 

неизвэстное число получится либо как частное, либо как ко- 
| рень этого частного. Случай, когда следует произвести извле- 
| чение корня, указывается ясно и достаточно делителем с его 
коссическим знаком. 


Пояснительные замечания. Итак, Штифель представ- 
ляет себе составленным и упрощенным уравнение для неизвест- 
ного. После этого он помещает на левой стороне уравнения член 
с наивысшей степенью неизвестного, а на правой — все оЗталь- 
ные (мы бы выразились таким образом; Штифель же не обладает 
еще знаком равенства; он говорит „есть“ или „равно“). Затем 
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он делит уравнение на коэфициеит при высшем члене его. Теперь 
следовало бы еще прибавить, что он‚,— как излагается в даль- 
нейших пояснительных замечаниях, — делит все уравнение на сте- 
пень неизвестного, общую всем членам. Тогда он получает налево 
либо х, либо какую-нибудь степень х. В последнем случае при- 
ходится еще произвести извлечение корня, степень которого ука- 
зывается показателем стоящего налево члена. 
Но это, конечно, можно применить только к двучленным 
уравнениям, например: 
2х = 6, х=3, 

ИЛИ 

9х? = 20, ^х2=4, х=2, 
ИЛИ 

5х3 = 252, х—=б ит. д. 


И действительно, Штифель сперва имеет дело с такими при- 
мерами. Но вскоре убеждаешься, что ол намеревается распростра- 
нить правило и на трехчленные уравнения, „показатели которых 
образуют арифметическую прогрессию (с разностью 1), так что 
они становятся 2, 1, 0“ 1), если сократить на низшую степень 
неизвестного, например х6— хз — 35 1956х* (это собственный 
пример Штифеля), приводится под конец к 


х? =х | 35156. 


Мысль Штифэзля действительно заключается в том, что теперь 
следует извлечь квадратный корень из „коссического“ выражения 
правой части. Для этого он дает следующие правила, относя- 
щиеся к случаям всех знаков уравнения: 

х? —=ах-Ь 
за исключением, конечно, 
а<х0, 60. 
Лист 240, Вй.: Во-первых. Начни с числа неизвестного 

(т. е. с коэфициента при х), раздели его пополам, поставь 

затем на его место эту половину и оставь ее там, пока ты 

не покончишь со всём. 
Во-вторых. Возведи эту половину (коэфициента при х) 

в квадрат. 

В-третьих. Сложи, либо вычти, в зависимости от знака 

(величины без х, т. е. постоянной). 

В-четвертых. Теперь извлеки квадратный корень из полу- 
ченной тобою после сложения суммы, либо полученной после 
вычитания разности. 


1) Это точное вырзжелие Штифеля (лист 240, \о.). 
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В-пятых. Сложи, либо вычти, в зависимости от знака или 
условий твоего примера. 
Пояснительные замечания. Правил этих нельзя было 
бы понять без примеров, но последних Штифель дает в избытке. 
Мы поясням эти правила, пользуясь уравнением общего вила: 


х1 —=ах 5. 


Штифель берет половину а. Если а отрицательно, то он опе- 
рирует отрицательным числом. Здесь, таким образом, впервые 
вводится отрицательный коэфициент. Половину а он, с одной 
стороны, сохраняет до конца выкладок, а с другой, — возводит 
ее в квадрат и прибавляет к этому 2. Но он этого не может 
выразить таким простым образом, ибо он не привык еще к сло- 
жению отрицательных величин 1), хотя он сам занимается этим 
вопросом в другой главе (лист 250; В.) 2). Из полученной суммы 
извлекают квадратный корень. Теперь к этому корню прибавляют 
оставшуюся в резерве половину а с ее знаком. Мы видим, что 
это дает в точности употребляемую нами формулу. Алгебраиче- 
ского доказательства своего правила Штифель не дает вовсе. 
Но в отдельных примерах даются,— как это делал уже Алхва- 
разми, — геометрические доказательства по образцу геометриче- 
ской иллюстрации (а -- 5). Для случая отрицательного 6 он дает 
очень запутанное объяснение, почему здесь можно получить, со- 
гласно его правилу, два решения. Несмотря на все эти недо- 
статки, здесь все же впервые положен конец многочисленным 
(до 24) дистинкциям уравнений 1-й и 2-Й степени и соотвег- 
ствующим правилам, которым обучали тогдашние математики. 


ХУ 


Первое появление мнимых величин 


Из „Негопупи СагФапу.... Агз таспае, уе 4е Кери!1$ а1рефга! 1$ [Ъег 
ии“, Нюриберг, 1545. 

Предварительные замечания. Главное содержание 
„Агз таепа“ (т. е. примерно, то же, что „алгебра“ ) Кардана заклю- 
чается в решении уравнений 3-Й степени, которое было открыто 
около 1520 г. Сципионом даль-Ферро (Регго) и о котором Кардану 
сообщил Николай Тарталья (Та{аеНа). Впрочем, Кардано в этой 
книге сделал и многое другое важное для алгебры. Между 


1) Как, разумеется, и к умножению. 

3) Этот шаг вперед сделан также уже Карланом {Саг4апо) в его „Аг 
пазпа“, Нюрнберг, 1545; см. лист 39, Ка Вслед за тем С. Стевин ($4е- 
\\п) мог уже придать правилам Штифеля совершенно современный вил 
(см. ниже, № ХХ. 
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прочим, он первый западно-европейский математик, рассматривав- 
ший отрицательные корни уравнений. Глава ХХХУП, из которой 
заимствован нижеследующий отрывок, озаглавлена: Ое герша {а15ит 
ропеп41, т. е. о правиле рассмотрения отрицательного неизвест- 
ного (неизвестног называется у него „розШо“). Правило Г зани- 
мается действительно отрицательными корнями. Правило П гласит 
следующее: 


Лист 65, Юа.: Второй вид ложного решения уравнения 
заключается. в корне из отрицательного количества (рег га@1- 
сет т). Я приведу (66, \о.) пример. Если кто-нибудь потребует, 
чтобы разделить 1Ю на две части, которые по перемножении 
дали бы 30 или 40, то ясно, что этот случай или вопрос 
невозможен. Но мы поступим так; разделим 10 пополам, 
половина будет 5; умноженная на самое себя, она даст 25. 
Затем вычти из 20 то, что должно получиться по перемножении, 
скажем, 40, — как я объяснял это тебе в главе о действиях 
в 4-й книге; тогда останется ш: 15; если взять 0® этого В и 
прибавить к би вычесть из 5, то получаются части, которые, 
перемноженные между собой, дадут 40. Таким образом части 
| эти будут; бр: В м:15 и б ш:В т: 15. 


Пояснительные замечания. Во-первых, мы видим, что 
Кардан рассматривает мнимые величины как разновидность отрица- 
тельных („ложных“). У него имеется еще правило Ш, в котором 
он намеревается рассмотреть третий вид „ложного“ как решения 
уравнения; но эта последняя ‘тлава неудачная. 


В приводимом выше примере приходится решить уравнение 
х (10 —х) =40, или х2- 40 — 10х. 


Кардан дает решение его согласно известному правилу. По 
современному способу начертания мы имеем: 


=5--И 25— 40—55 У — 15. 


Это и есть оба полученные Карданом значения, причем двое- 
точия после ри мт стоят у него вместо простых точек. Вслед 
за тем у него ицет пространное рассуждение, из которого я 
упомяну лишь то, что он называет новые числа „поистине 
софистическими величинами“ 1). Для него достаточно. привести 
лишь схему, иллюстрирующую текст и показывающую, что 
перемножение обоих полученных чисел дает действительно 40. 
———__ 


} Вслед за этим он называет мчимые величины, в отдичие от отри- 
‚ чательных („Мши$ ригит“), „Мщи$ зер15Нсит”, 
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У Кардана повсюду разбросаны такие схемы. Но они только 
сопровождают непрерывный текст, излагающий то же самое подроб- 
ным образом словами, и являются, таким образом, началом 
нашего современного начертания с помошью формул. Схема эта 
такова: 

5 р: В т-15 

5 т:№т: 15. 

25 т:т 15 9и04 е${ 40. 


> 5. вы, .. 

Впрочем, в дальнейшем Кардан совершенно не пользуется 
новым видом чисел, которые, наоборот, кажутся ему еще до- 
вольно подозрительными. В противоположность этому Бомбелли, 
основываясь на работах Кардана, добился в своей, уже выше 
цитированной, „Алгебре“ крупных достижений, и сам Кардан на 
исходе жизни написал еще по этому вопросу довольно незначитель- 
ную в математическом отношении „эегто“ 

% 


ХУП 


Первый алгебраический вывод правила для решения 
квадратного уравнения 


Из Кайе] ВотЬеш, „ГА1веьга” (Болонья, 1572) 


Предварительные замечания. Если в заголовке этого 
параграфа мы говорим о правиле, то потому, что тогда еще не 
существовало „формулы“ Правило ‘приходилось извлекать только 
из числовых примеров и затем выражать его словами, В этом 
виде правило восходит к арабам, заимствовавшим его, в свою 
очередь, у греков, хотя в сохранившихся греческих книгаз правило 
не встречается в явной форме. И Бомбелли сперва выражает 
правило общим образом в словах; затем он продолжает: 


Стр. 248. Но если желают найти корень (1аю, т. е. 
сторону, именно квадрата, как у греков) и свести рассматриваемый 
случай (сар!о10; тот же термин у Кардана) к случаю уравнения 
между неизвестными ({ап; это слово встречается только у Бом- 
белли в Таком смысле) и числом (т. е. к случаю линейного 
уравнения ах ==6), — а подобное сведение можно рассматри- 
вать как доказательство, — то следует поступить следующим 
| образом. \а 

2: 2 
| Пусть 22 р. #24 равно 32. Если привести эго я 12, как 
выше сказано, то получим 12р. 6 1 равно 16. Если Темерь 
1 поступить так, как было указано (249), когда надо было 


и а 
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извлечь корень из квадратов и линейных величин И (ро{еп2е 
е {ап, т, е. из выражений вида ах? +6х), именно, если взять 
половину линейных величин (мы бы СКазали коэфициента), 
т. е. 3, и прибавить его к корню квадрата, т е. |. то полу- 
чим 11р. 3. Квадрат этого выражения будет 12 р. 61р. 9. Но 
мы хотели только 1-2-р. 6.1; поэтому, если прибавить 9 к обеим 
частям (мы бы сказали к обеим сторонам уравнения), то получим 
12 р. 61 р. 9 равно 25. Извлекая корень из 12р 61р. 9, по- 
лучаем 11 р. 3, которое равно корню из 25, те 5. Если 
теперь отнять от обеих частей 3, то останется 2 равно 1. 
и значение неизвестного ({ап%о) будет 2. 


Пояснительные замечания. Если заметить, что у Бом- 
белли 1 = х, 2 ==? и т. д., то легко понять, что дело идет у 
него о решении уравнения 


2х? - 12х = 32 


(р. = р = плюс). Решение лается так, как его бы пришлось 
дать в любом случае лля получения общей формулы. Но только 
Бомбелли не имеет еще обозначения для общего коэфициента, 
Бомбелли поступает точно таким же образом с другими видами 
квадратного уравнения (стр. 257—58 и стр. 263). Он не боится 
даже давать решение и в случае отрицательного дискриминанта 
(как сказали бы мы) „софистическим образом“, т.е. с помошью 
мнимых величин. О других крупных заслугах Бомбелли, в особен- 
ности в области мнимых величин, см. работу автора настояшего 
сборника в „ЛантезЬейсн+. 4.. Ремсн. Матет. Уег.“, ХХХУГ 
1927. В противордоложность этому, Стевин прямо заявил ( „Оецутез“, 
Г, стр. 72), что пустая трата времени заниматься столь недо- 
стоверными вещами, Когда имеется столько „законных“ вопросов, 
к решению которых можно приложить свои силы. Только Лейб- 
ниц, кажется, понял все огромное значение достижений Бомбелли. 
Упомянем еще, что в 1579 г. вышло новое издание алгебры 
Бомбелли, отличавшееся только заглавием от первоначального изда- 
ния. Издание с заглавием 1572 г. крайне редко. 


ХУШ 
Задача второй степени с двумя неизвестными 
Из„Ргапс1$ су Ме{ае ‚ 7еенсогат чЪн У“ (Таготз, 1593). ерепечатано 


„Орёта танетаНса” 'е4. Ргапс1зсиз & Зспосеп (Сарбищ Ваауогат, 
1646) Стр. 42 и сл. 


—а5. 


Легко эзметить, что Бомбелли читал „Агийтейса ц{еата“ Штифеля. 
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Предварительные замечания. „СееЧса“ — это, на 
языке любящего греческие обороты Виеты, „сборник задач“, 
в котором излагается на примерах „Агз апа!у{се“ (т. е. искусство 
алгебраического анализа задач, короче говоря, алгебра). Он 
является, таким образом, необходимым дополнением к появившемуся 
в 1591 г. в том же Туре крайне важному сочинению „Егаг.с15с 
Уеае ш АЦет апа!у{ёсет(!) 1заворе. Зеогзйи ехсизза аб Ореге 
гезНиНае МафетаНсае Апа[узеоз, 5еи, А1ребга поиа. Тигоз, 
Ари Патеёит МеНауег Туроогарнит Кершшт. Аппо 1591“. 
(Франциска Виеты, „Введение в аналитическое искусство. От- 
дельное извлечение из сочинения по восстановленному матема- 
тическому анализу, или Новая Алгебра“ Тур, в типографии ко- 
ролевского типографа Ямета Меттайер, 1591). Современную ал- 
гебру можно датировать от этой книги, ибо в ней впервые вво- 
дятся буквы для обозначения также известных величин, т. е. 
коэфициентов уравнений. Благодаря этому только и стало воз- 
можным оперировать формулами, между тем как прежде пра- 
вило могло быть пояснено только на примерах и выражено словами 
(см. № ХУП). Оба сочинения являются извлечениями из заду- 
манного более обширного произведения, никогда, однако, не 
увидевшего свет. 


Лист 6, Уо. (Е4. Зспосеп, етр. 50); 2-я кн., 1-я задача. 
Даны площадь прямоугольника по его сторонам и отношение 
сторон; найти последние. 

Употребленное здесь множественное число можно ограни- 
чить числом 2 (т. е. достаточно вычислить только 2 стороны). 

Итак, пусть В р!апит будет площадь прямоугольника по 
обеим его сторонам, а отношение большей стороны к меньшей 
пусть будет $ к К. Трэбуется найти стороны. 

Пусть большая сторона будет А. Тогда как $ относится 
к В, так А относится к —=— 

К 


на А 
будет —=_—. Поэтому площадь (р!апит), которую можно 


1); значит, менышая сторона 


В на А квадрат 


образовать из обеих сторон, равняется 5 2) и, 


следовательно, равняется данному В р1апит. Помножим теперь 
все на $. Тогда К на А квадрат будет равно $ на В рИапит. 


1) Виета употребляет латинское „шп“ в смысле „на“. 
2) Латинское диайгаат. 
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Всли же свебти уравнение к пропорции, то В р!апит от 
носится к А квадрат, как ВЮ относится к 5. 
С другой стороны, пусть менышая сторона будет Е. Тогда 


з на Е 
как ЮВ отиосится к 5, так относится Е к В поэтому 
З на Е 
большая сторона будет равняться —————. В соответствии 


К 
с этим площадь прямоугольника по обеим сторонам будет 
3 на Е квадрат 


К 


жим теперь все на К. Тогда $ на Е квадрат равно К на В р!апит. 
Следовательно, если свести уравнение к пропорции 1), то 
В р'апит относится к Е квадрат, как $ относится к К. 

Следовательно, если даны площадь по двум сторонам 
и в то же время отношение сторон, то можно найти стороны. 

Действительно, подобно тому как первая сторона от- 
носится ко второй (большей или меньшей) ?), так относится 
площадь прямоугольника по сторонам к квадрату из второй 
стороны (большей или меньшей). Пусть В р!апит 20. В1. 
$ 5. А 1№. Тогда 1© равняется 100. Или пусть Е 1№. 
Тогда 109 равняется 4. 


‚ которое, значит, равняется В р1апит. Помно- 


Пояснительные замечания. Виета мыслит еще геомет- 
рическим образом вполне в античном духе. Поэтому у его общих 
уравнений все члены должны быть одной и той же степени (одно- 
родны). Поэтому он не говорит просто, что прямоугольник есть 
В, а при помощи дополнительного слова „р!апит“ (площадь) 
выражает еще ту мысль, что В — второго измерения. Только 
Декарт (1637; см. ниже) сознательно уничтожил эту однородность. 
Из изложенного видно также, что форма пропорции ближе Виете, 
чем форма уравнения, так как он превращает полученное урав- 
нение в пропорцию вместо того, чтобы решить его и найти 
неизвестное А (или Е). И здесь Декарт проложил путь совре- 
менным воззрениям. 

Лишь в конце Виета дает численный пример. При этом 1М№ 
означает, что А (или Е) есть неизвестное М№М (Митегиз), 
© есть, конечно, сокращение слова квадрат. 

Несмотря на отсутствие знаков операций и на все еще 
античное направление мысли, перед нами здесь один из первых 


1) У Виеты „Апа1о61$ти$“ (греч. „Апа]о а“). 
1) Виета говорит дословно: „и ше 1аф1$ рИтишт е{с.“), т. е. „по- 
добно тому как величина, пропорциональная первой стороне, и т. д." 
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примеров настоящей алгебры с общими величинами. в нашем 
современном смысле слова. 

Согласно нашему теперешнему обозначению, мы можем 
просто написать: 


ху = В, = — 


Перемножая и деля оба эти уравнения, получаем: 


$ Ю 
2 — . — 3 — ‚ — 


Численный пример дает: 


х=10, у=2. 


ХХ 


Единообразная трактовка различных форм квадратного 
уравнения И 


Продолжение № ХУ. Из „Ай пиеНаие“ Симона Стевина (Лей- 
ден, 1585). Нижеследующее переведено из „лез Оецуге$ МапётаНаие$ 
4е Зтоп З{еут... раг АБе“ Сшгага , 1еу4е, 1634, 1. (2 тома, всегда 
создиненных вместе, но с раздельной пагинацией). 


Стр. 66 
Задача 1.ХУШ 


Даны три выражения (егтез), из которых первое — <, 
второе —.2) (©), третье — любое алгебраическое число; найти 
соответствующий четвертый член. 


Пояснительные замечания. <) означает х?, © -—х, 
‘а © — постоянную. Комбинация @ (6) означает здесь, согласно 
нашему начертанию, ах -- 6, а задача заключается в том, чтобы 
решить уравнение х? == ах -- 5. Стевин рассматривает ее, как зада- 
чу на тройное правило, спрашивая, как велико х (т.е. „любое 
алгебраическое число“), когда х? равно ах -|- 6. Уже Виета вы- 
сказывался против тог6 способа выражения (Аа РгоМета Оио@ 
отп! из Мафета{с!$. ? ргорозий А@ЧНапиз Ротапиз.. РайзИз, 
1595). Действительно, здесь нет вовсе налицо отношения про- 
порциональности. Стевин продолжает: 


. м 


ъ 


Мо{а. Двучлен второго выражения может иметь три вид& 
(Я:Чегепсе$), именно: | 

©. © — Из этого иные авторы делают три различные 
— ® = © операции, для которых Михаил Штифле (Зе, в1с!) 

<) — © придумал слово Атаз!аз, а Кардан (Сагдапе, $1<!) 

кн. 10. гл. 5 стих: 

Оцегпа, да $ Мидиег, а@пи. Кедиап, Мтие Чапи. 

Мь же покажем один единственный способ, при помощи 
которого, не изменяя ни одного слова, можно одинаково вы- 
разить операцию во всех трех случаях. Поэтому мы называем 
их „ОШе!епсез“ не с точки зрения операции, которая, как 
сказано, во всех случаях одинакова, а имея в виду различие 
в расположении величин во втором выражении. 


Пояснительные замечания. Стевин имеет в виду, что 
возможны три формы уравнения: х? == ах |- 6, х? = —ах- фи 
х? =ах —6. Это —три известные уже с древних времен формы 
уравнения. Форма х? == — ах —6, конечно, не рассматривается 
Стевином, так как (хотя он читал Бомбелли) он не представляет 
себе возможности мнимых корней (а и 6 следует здесь считать 
всегда положительными) Тот факт, что он ссылается одновременно 
на Кардана и Штифеля, не проводя между ними различия, показы- 
вает, что он не вполне понял значение достижений Штифеля. Слово 
„Ата$1а$“ Штифель сочинил из начальных слогов составленного им 
единообразного правила решения квадратного уравнения. Но все 
же Стевин, как мы уже упоминали, пошел фактически несколько 
дальше Штифеля, ибо он оперирует уже непосредственно отри* 
цательными коэфициентами. Стевин продолжает: 


ПЕРВАЯ ФОРМА ВТОРОГО ВЫРАЖЕНИЯ (1) -- ©. 


Изложение задания. Даны по заданию следующие три 


выражения: первое пусть будет 1@), второе 4@ -{ 12, 
третье 1 @) 


Установление искомого. Надо отыскать к этому 
четвертый член отношения 


Выполнение 1 


Половина от 4 (4 @)? это 2 
Квадрат от этого есть 4 
К этому прибавляют заданное ©, т, е, 12 


‘ Дословно построение. 
* Скобки в оригинале. 
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В сумме это дает 16 
Корень квадратный из этого 4 
Если прибавить к этому’ данное в первой 
строке 2, то получится 6 
Я говорю, что 6 ебть искомый четвертый член отношения. 


За этим следует проверка путем подстановки н геомётриче- 
ское доказательство на древний манер. Послё этого даются при- 
меры с иррациональными решениями. 


Стр. 67 


ВторОЙ вид второго выражения — .(@) -|- ©) 
Изложение задания. Даны по заданию следующие три 


выражения: первое пусть будет 1& второе —6@ --16, 
третье 14) 


Установление искомого. . Надо отыскать к этому 
четвертый член отношения. 


Выполнение 


Половина от —6 (—6 @Ф)‘ это —3 
Квадрат от этого (ибо —3 на—З дает 9): это 9 
К этому прибавляют заданное (©), т. е. 16 
В сумме это дает 25 
Корень квадратный ‘из этого 5 
Если прибавить к этому данное в первой строке 

— 3. то получится 2 


.Я говорю, что 2 есть искомый четвертый член отношения. 


Пояснительные замечания. Мы считаем излишним 
излагать здесь еще третью форму, которую Стевин иллюстрирует 
на примере х? = 6х —5. Для получения решения он, действи- 
тельно, не изменяет ни одного слова. Все отличие от Штифеля 
заключается в том, что Стевину не приходится постоянно по- 
звторять: если число отрицательное, то следует вычесть, ибо он 
оперирует уже отрицательными числами точно таким образом, 
как мы. Но и Кардан и Штифель уже говорили, что прибавить 
минус, это все равно, что вычесть плюс. Книги обоих этих авторов 
совершенно независимы друг от друга. Стевин, по его собствен- 
ному указанию, читал их обе. Он первый стал пользоваться 
на практике этим правилом, благодаря. которому решение стало 


} Скобки в оригицаде. 
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действительно ёдинообразным для всех трех случаев. Стевин Даё* 
также алгебраический вывод решения. Этого совершенно нет ни 
у Штифеля, ни у немецких коссистов. Но Стевин заимствовал 
это у Бомбелли, равно как данный последним способ обозначения 
показателя степени. 


ХХ 


Линейные уравнения с тремя неизвестными 


Из „Нуротпетафа таетаНса“ Симона Стевина, кн. У: Бе М!5се]- 
апе!5. Гираиш Ва{ауогит (Лейден), 1608, 191. 


Предварительные замечания. „Нурошпетаа“ (т. е. 
воспоминания) представляют собой, как показывают уже титуль- 
ные листы всех о связанных между собою томов, упражнения 
по математике, проделанные под руководством Стевина Морицем, 
принцем Оранским, графом Нассауским и т. д. „Воспоминания“ 
были первоначально написаны Стевином по-фламандски, так как 
он особенно любил этот язык, но вышли в свет одновременно 
в латинском и (не совсем полном) французском переводе (на- 
звания их „\/1зКопзЯеНе ОпеЧ4асШег1ззеп“ и „МетоГез ша ётаН- 
Чиез“). Латинский перевод сделан В. Снеллиусом (Зпеиз). Три 
тома помечены 1605 г. Стевин с понятным усердием царе- 
дворца подчеркивает во многих местах способности своего уче- 
ника. В частности, решение приводимой ниже задачи принадле- 
жит будто бы Морицу. Если это даже и так, то, конечно, он 
пользовался при этом методами Стевина. Дело идет в этой 
задаче, как видно из заголовка, о 19-й задаче 2-Й книги Дио- 
фанта 1). Задача эта представляет собой, вероятно, позднейшую 
вставку, но она непосредственно примыкает к диофантовым за- 
дачам 1-Й книги. На задачу эту было обращено внимание 
с самого начала, ибо сохранившееся решение ее не согласо- 
валось с текстом задачи. У Диофанта формулировка ее гораздо 
более сжата и потому менее понятна. 


Стр. 5. Требуется разделить число 80 на 3 части так, чтобы 
всегда получался одинаковый остаток, если, во-первых, из 


| ] 
суммы второй части и = первой плюс 6 вычесть в второй 


1 
части плюс 7 или, во-вторых, из суммы третьей части и Е 


1) В (греческом и латинском) издании Диофанта, вы тущенном 
П. Танири (Лейпциг, 1893), это 18-я задача (т. [, стр. 110/111). 
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| и 
второй плюс 7 вычесть —_ третьей части плюс 8 или, в-третьих, 
© 


1 1 
из суммы первой части и = третьей плюс 8 вычесть - 


первой части плюс 6. 
Первая часть решения 


Высокий государь предположил, что первое число, 
Т. е. искомая. часть 80, равна . .. О) 
Но так как доступ к значению второй части 
более запутан и дело это становится утомительным 
и трудным, если желать выразить его с помощью 
только знаков, равноценных знакам первого числа, 
т. е. 1®@, и так как поэтому лучше прибегнуть 
к другому сокращению, то для обозначения второй 
части, ОН ВЗЯЛ. „ое 1 зесипа 1 ©) 
(Стр. 6). Отсюда следует, что третье число равйо 
—1® — 15есипда Ф 80 
Теперь, если Фы старательно применишь. к 
этим 3 числам условия задачи, т. е. из суммы 


| . 1 
второго и -, первого числа ---^6 вычтешь и 
второго --- 7, та получится первый остаток1 


5 1 
< °есипда ФЕ; Ф-1 


.А если, с другой стороны, из суммы третьего 


| 
числа и второго -|- 7 ты вычтешь -7 третьего -|- 
-- 8, т> получится второй остаток 


73 
-о —5 Э зесипаа < -т 


По условию задачи оба эти тата. должны 
быть равны. Упростив это равенство по правилам 
искусства, он получил под конец ы 


ев | зесип4а @ равно — т < -{- 45. 


Вторая часть решения 


После того как значение 1 зесипда @ (пред- 
ставлявшего вторую часть искомого деления) 8 было 


1 В печатном тексте много грубых опечаток, которые 8Г.есь все 


исправлены. — 
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$ Скобки в оригинаде.. 


выражено в знаках первого числа, именно через 
111 
тт 2) -- 45, он еще раз обратился к условиям 


‚задачи, именно: 


„Первая искомая часть числа 80— ЭТО -„кгльзх то 
о 
Вторая - “160 (2 -|- 45 


Теперь, чтобы выразить третью часть, надо 
‘найти значение — 1 зесип4а (@), которое имеется в 
выражении для третьего числа. Для получения этого 
значения пользуемся следующим умозаключением: 


1 $есипЧа @) равно — тво + 45, чему будет равно 


— 1 зесипда ©? Получаем В 9) — 45 


Если заменить этим значением —1 зесипаа @) и 
взять его с двумя другими —1@ и- 80, то 


получится искомая третья часть числа 80 —-——@® -Е 35 


Теперь, если применить к этим трем числам 
условия завачи, т. е. если из суммы второго числа 


1 1 
и = первого -|- 6 вычесть -5 второго числа 7, 


= — 35 
то получится первый остаток о +7 


Таким же образом находят второй остаток. 
121 


— 320 ® +7 
. 121 
И й 
трети 160 о 7 


Но так как этот третий остаток равен каждому из двух 
121 121 73 
де —_ 7 — =— — 
других, т. е 166 (2) -- 7 равно 850 © 5_ То, произведя 
упрощение уравнения, получим, что первая часть, 1 @®, рав- 


няется 9440 вторая часть И —- 45 на 9786 н 
363 ’ а р .>- ©) ’ рав 363 99 


60 
наконец, третья часть, —5 (1) 35, равна а р 


Доказательство. Числа эти, сложенные вместе, ‚Дают 
80 и удовлетворяют условиям задачи, согласно которым полу- 
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чающийся при всех выкладках остаток одинаков и равён 
9680 1 
й 


363 


Заключение. Таким обрабом чйсло 80 разделенб на 
три части таких, что и т. д. 


Пояснительные замечания. Заметим прежде всего, что 
‚разбираемая задача имеется как в.лейденском издании (от 1625 г.) 
стевиновской „АгийтёНаие“ (стр. 267), так и в изданных А. Жи- 
раром „Оецугез Ма6таНаиез“ Стевина. (Лейден, 1634, т. 1, 
стр. 117), и в обоих случаях в соответствующем месте стевинов- 
ского перевода Диофанта. — Обозначения @, © ит. д. для 
х, х? Стевин ввел уже в первом издании „Арифметики“ (Лейден, 
1585), указывая при этом, что он их образовал по примеру 
Бомбелли. Обозначение „зесипаа ($с. ацапНа$)“ для второго 
неизвестного точно так-же не придумано Стевином. Он опять- 
таки сам указывает на это во втором примечании к изданию, 
которым мы здесь пользовались. Оно встречается уже у М. Шти- 
феля („АтИитейса ИЦеота“, Нюрнберг, 1544), введшего, кроме 
того, для выкладок новые буквы, что определенно предпочтитель- 
нее.— В первом примечании к нашему изданию Стевин говорит 
дальше, что принц Мориц в иных случаях вводил третье неизве- 
стное. И это Стевин сделал уже в 1580 г. вслед за своими 
предшественниками, причем он даже сократил обозначения: 1 $ес. 
(<), 1 юг. © ит. д. —В остальных отношениях мы и в на- 
стоящее время не можем дать более простого решения разобранной 
задачи; впрочем, нам не потребовалось бы столько времени, 


111 
чтобы на основании первой части х, второй 35 — трохи суммы 


49 
80 найти третью часть 35 — т6бх. Несколько докучную опера- 
цию производства Этих выкладок я должен, однако, предоставить 
зитателю. 

ХХ! \ 

Основная теорема алгебры“ 
Из „Га Сеотеше*" Рене Декарта, появившейся в Лейдене в 1637 г. 

в виде (последнего) приложения к философскому труду „О1$соиг$ 4е 


1а Мепо4е“. Издание-факсимиле с английским переводом вышло 
в 1925 г. в Чикаго под редакцией Д. Е. Смита (ЗмИВ) и М. Л. Латам 


4 


 Сокращенно т 
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(1 абат). Латииские переводы вышли в 1649, 1659 гг. и позже. Немец. 
кий перевод выпущен Л. Шлезингером (З°Шезтеег) (2-е изд, Лейпциг, 
1923). — 

Предварительные замечания, Декартова „Геометрия“ 
(„беотеше“)? создала основы аналитической геометрии. Но во 
многих частях она является чисто алгебраическим сочинением 
или же связывает алгебру с геометрией (графическое. решенив 
уравнений). С точки зрения алгебраического начертания книга 
представляет, танк сказать, начало нового времени. Несмотря на 
кое-какие отличия, мы находим в ней, более чем в любой пред- 
шествующей ей книге, картину привычной нам современной 
алгебры На этом основании мы остановились на нижеприведен- 
ной основной теореме алгебры, хотя она уже незадолго до того 
была высказана аналогичным образом (и, разумеется, тоже без 
доказагельства) Альбертом Жираром (Сишага) („’пуепНопт М№ц- 
уеПе еп ГА!ёте“, Лейден, 1629). Неизвестно, был ли знаком 
Декарт с этим трудом. Вообще, происхождение всего „01$соиг$9 
восходит тоже к этому времени. Поэтому вполне возможно, что 
Декарт выставил это положение независимо от Жирара 2. Ниже- 
следующий перевод придерживается строго французского. текста 
и декартова способа начертания. 


Стр. 372. Итак, знайте, что в каждом уравнении может 
иметься столько различных корней, т. е. значений неизвестной 
величины, сколько последняя имеет измерений. Действительно, 
если принять, например, х равным 2 или х-——2 равным 
ничему и далее х > 3 или х —3 > 0, то путем перемножения 
обоих уравнений х — 2 > дих — 3 > 0, получим хх — эх -- 
-|-- 6 > 0, или хх со ох —6, Это — уравнение, в котором вели- 
чина х имеет одновременно значение 2 и значение 3. Если, 
далее, сделать х — 4> 0 и умножить эту сумму (т. е. левую 
сторону) на хх — 5х --6б 0, то получится хз—9хх + 
-- 26х — 24 > 0. Эго, опять-таки, новое уравнение, в котором 
х имеет три измерения и, следовательно, также три значения, 
именно 2, Зи 4. 

Но иногда случается, что некоторые из этих корней ложны, 
или меньше, чем ничего. Так, если принять, что х может, 
обозначать также недостаток {1 96а\) величины 5, то 
$ 7) 

* Даем это сдово,`кан з оригинале, без значка ударения {ассеп). 

* В (написанной по-немецки) „АгИтейса Риозоршса“ Петера Роте 
(Коще) (Нюрнберг, 1608) тоже мимоходом формулируется эта теорема. Воз- 
можно, что Декарту была знакома эта книга, Он понимал по-немецки 
и находился в сношениях с верхненемсцкими математиками того времени. 


6! 


имеем х-|- 5 > 0, и ебли умножить это на х3 — Эхх--26х — 
— 24 > 0, то получится: 


ре 


о 43 — 19хх -- 106х — 120 > 0, 


т. е. уравнение, имеющее 4 корня, именно: три истинных, 
2, ЗиД, и один ложный, 5. 

Й, таким образом, становится очевидным, что сумму како- 
го-либо уравнения, имеющего несколько корней, можно всегда 
разделить на двучлен, состоящий из неизвестной величины 
минус значение одного из истинных корней, каков бы он ни 
был, или плюс значение одного из ложных корней. Благодаря 
этому можно на столько же уменьшить измерения данного 
уравнения. 

И обратно, если сумму какого-нибудь уравнения (373) 
нельзя разделить на двучлен, образованный из неизвестного 
-- или — какая-нибудь другая величина, то это означает, что 
рассматриваемая другая величина не есть значение одного 
какого-нибудь из корней уравнения. Так, например, выше- 


приведенное уравнение 
Ро 


х* — 4х3 — 19хх + 106х— 120 >0 


может быть разделено на х — 2 их—З, и на х —4, инах-| 5, 
но не может быть разделено. на х-- и — какое-нибудь другое 
количество. Это показывает, что оно может иметь только 
четыре корня: 2, 3, 4 иб!) 

(380). Впрочем как истинные, так и ложные корни не 
всегда действительны, но иногда они только воображаемые 
(у Декарта. ппарта!гез), т. е. можно всегда вообразить ‹ебе 
(еп зтар1пег) столько корней, сколько я сказал, но иногда не 
существует никакой величины, которая соответствовала бы 
корням, которые воображают себе. Так, например, в уравне- 
нии 


х3 — бхх | 13х—10>0 


можно вообразить себе три корня, но среди них только один 
действительный, именно 2; что же касается двух других, то 
их можно увеличивать, уменьшать или умножать так, как я 
только что ‘объяснил, но при всем том они останутся только 
воображаемыми: 


ьс 


4) Мы бы сказали, конечно, „— 5“ 


Пояснительные замечания. В самом начале достойно 
замечания выражение „может иметься“. Иначе говоря, уравнение 
не должно непременно иметь столько корней, сколько единиц 
в показателе степени его. При этом Декарт имеет в виду, прежде 
всего, действительные корни. Только в заключении он делает до- 
полнение в том смысле, что можно вообразить себе „вообража- 
емые“ корни для того, чтобы привести всегда число корней к степени 
уравнения. При этом Декарт сам создал термин „воображаемый“, 
„мнимый\ „(йпар{пайе) — в силу каких соображзний, это ясно из 
текста. Я употребил в переводе слово „ничего“ там, где мы ска- 
зали бы нуль, ибо Декарт употребляет также при желании и 
слово „пи!“. Употребление слова „ничего“ (латин. ШВИ, франц. 
Пе”) в данной связи восходит, по крайней мере, к Кардану (1545) 
и Штифелю (1544). Неизвестно, знаком ли был Декарт с введен- 
ным англичанином Рекордом (Кесогае, 1557) знаком равенства ==. 
Во всяком случае его собственный знак 20, являющийся, очевидно, 
продуктом личного творчества, был принят только его ближай- 
шими приемниками. Начертание показателя степени х8, равно 
как введение самого х, есть, по существу, дело самого Декарта 
(см. выше, № Х). Вместо х? писали еще до самого последнего вре- 
мени хх. Вместо „сумма уравнения“ мы говорим теперь: „левая сто- 
рона уравнения“. Изложение, с современной точки зрения, разу- 
меется, очень несовершенно. Только Гаусс дал впервые строгое 
доказательство (1799) этой теоремы, а в частности, и того, что 
вообще каждое уравнение имеет один корень. 


ХХП 


О приближенном решении уравнений 


Из „Уо$ пе Ащейипи гиг А1бебга“ Леонарда Эйлера. Текст по 
изданию рекламовской универсальной библиотеки, в котором не отме- 
чен ни год издания (1883), ни имя редактора (Л. Натани — Маап)), 
Лейпциг, № 1802—1805 а, Ь, 


Предварительные замечания. Оригинал этого произ- 
ведения вышел впервые на немецком языке в С.-Петербурге в 
1771 г. в двух частях, с раздельной пагинацией. Правда, уже 
в 1768 г. вышло русское издание тоже в двух частях, но оно 
представляет собой просто перевод немецкого оригинала, Эйле- 
рова „Алгебра“, отличающаяся обшедоступностью, была вскоре 
переведена по-французски, английски, голландски и латински. 
Далее, существует ряд переработок ее. Говорят, будто „Алгебра“— 
это первое сочинение, которое Эйлер продиктоват после того, 
как он окончательно ослеп, своему служителю, бывшему бгрлин- 
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скому портному (за ней последовали затем таким же образом 
многочисленные другие сочинения). Таким именно путем этот`слу- 
житель посвящен был, как говорят, в тайны математики. Во всяком 
случае так утверждается в „Прэдисловии“ оригинального издания. 


>. 


Вторая часть, стр. 326, гл. 16. Подзаголовок, как указано 
выше. 

223. Если корни уравнения не рациональны, то — будут ли 
они выражаться с помощью знака радикала или нет, как это 
имеет место у уравнений высших степеней 1) — приходится 
удовольствоваться приближенным определением значения их, все 
более приближаясь к истинному значению их, пока, наконец, 
можно будет пренебречь совершаемой при этом ошибкой. 
Для этой цели были придуманы различные методы, вакнейшие 
из которых мы здесь попытаемся изложить. 

224. Первый метод исходит из предположения, что значе- 
ие корня уже извест..о с достаточной точностью, т. е. что, 
например, знают, что значение корня больше 4, но меньше 5. 
Допустим в этом случае, что значение корня == 4 -- р, где р — 
правильная дробь; но если р правильная дробь, т. е. меньше 1, 
то квадрат, куб и всякая высшая степень?) будут еще 
значительно меныше, поэ ому ими можно пренебречь, ибо 
дело идет ведь только о приближенном вычислении. Если эту 
дробь р удастся определить приблизительным образом, то 
значение корня 4 р уже более точно, чем предыдущее зна- 
чение его. Исходя отсюда, можно аналогичным образом найти 
еще более точное (327) значение корня и т. д., пока мы не 
приблизимся к истине настолько, насколько мы этого желаем. 

225. Мы постараемся пояснить этот метод сперва на лег- 
ком примере, определив приближенно значение корня уравне- 
ния х2==20 3). 

Мы видим, что х здесь больше 4, но меньше 5. Положим 
поэтому х=4 р. В таком случае х? = 16 - 8р-| р? == 20. 
Но, так как р? очень мало, то им можно прэнебречь, и получится 


уравнение 16 -|-- 8р = 20, или 8р =4, откуда р = о и х= 


1 


1 
— 4 ‚ что уже ближе к истине. Положим, далее, х = 4 - р, 


1) В оригинале: у высших уравнений. 
2) В оригинале: Ро{ез{а{. Слово „ро{ез{аз“ встречается уже у Виеты 


(1591). Ср. выше № ХУШ. 
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3) В оригинале всегда хх; то же самое и в случае других букв, 


ясно, что р должно представлять теперь еще меньшую дробь, чём 
раньше; поэтому р? можно пренебречь с еще болыним правом, 


- | 
чем прежде. В таком случае будем иметь х2 = 20-- - Эр = 20, 


Эр = — и, следовательно а 
или Эр = — д › откуда р = 56 И, д. ‚=45 
4 Ш Если желательно подойти к истине еще ближе, 

36 36 
17 р 
то следует положить Х=4 36 ГР, откуда получится х? = 
1 34 34 1 
= 201505 7 8 звР== 20; следовательно, 83ЕР=-— т596 
36 1 
умножив на 36, получим 322р = тов = 36, откуда р = 
— —= а, следовательно х—4 
— 36.322 — 11592) @® СИбОВательно, Я "5 


1) 4473 
11592 ‘11592 


истине, что ошибку можно считать почти равной нулю. 
226. Чтобы изложить этот метод в более общем виле, 
возьмем уравнение х?—=а, о котором мы ужз знаем, что х 
больше п, но меньше п -{ 1. Положим х = п-- р, гд> р — прз- 
вильная дробь, так что р? можно пренэбречь, как дост-точно ма- 
лой величимой. Отсюда получаем х? — п? | 2пр—=а, или же 
а — п? 


291 '’ 


значение это настолько близко 


2пр ==а — п и р= следовательно: 


а—1п?  п-а 
и 


Если уже значение п было близко к истине, то новое зна- 
2 
2п 
вое значение (328) вместо п, то мы еще более приблизимся 
к истине, а если полученное другое новое значение подставим 
еще раз вместо п, то еще более приблизимся к ней ит. д., 
и так продолжать можно сколько угодно. 
Допустим, например, что а=2, иначе говоря, что мы 
желаем извлечь квадратный корень из 2. Если мы уже получили 


чение еще ближе к ней. Если мы подставим это но- 


$ Вилейтнер. Хрестоматия, 65 
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для этого достаточно приближенное зн .чение п, то 


2п 
будет еще более близким значением. Поэтому, если 
3 
Г п=1, — -- 
то х 5 
17 
И. п= — —=-_. 
п 7й то х 15 
Ш п! то х—.577 
12’ — 408' 
Последнее значение настолько уже близко к истине, что квад- 
ат го — 832 925 и лишь на т больше, чем 2 
РТ ето — 166464 166 464 е, чем 2. 


227. Аналогичным образом можно получить приближенный 
кубический корень или корень еще более высокой степени. 
Предположим, например, что нам задано кубическое уравне- 


3,— 
ние х3 — а или что требуется найти у’а 1). Допустим, что при- 
ближенное значение его = п, и положим х = п - р. Если прене- 
бречь р? и высшими степенями р, то х3=—1п3 -- Зп2р = а; от- 


ап следовательно, х ира 
—— Н — —— 
312 ’ | 312 


3,— 

Если уже п близко к уа, то полученное значение еще ближе 

к нему. Если подставить это новое значение вместо п, то мы 

еце более приблизимся к истине и т, д., и так продолжать 
можно сколько угодно. а 

Пусть, наприм_р, х3 = 2, т.е. требуется найти У 2; если п 

208 2 


сюда Зп?р == а — п3 и р = 


есть приближенное значение корня, то х = будет еще 


312 
более близко к истине; положим в таком случае (329): 
4 
| ‘Хх —=з . 
`4 91 
9' 162130896 


—72' Х- 198634 294 ° 


+) В оригинале знак радикала имеет довольно неуклюжее начертан е; 
так что Подрадикальное выражение не находится под горизонтальной 
чертой. Если подрадикальное выражение состоит из букв, то они за- 
ключаются в скобки. Таким образом, собственно, у Эйлера еще ке имеется 
в знаке радикала настоящей горизонтальной черты. 
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298. @ таким же успехом можно применить этот метод 
для приближенного определения корней всех уравнений. Для 
примера приведем следующее общее кубическое уравнение: 


хз -- ах? |- Бх с =0. 


Допустим, что п обозначает число, уже довольно близко? 
к одному из корней уравнения. Положим, поэтому, х==п—р, 
и так как р есть дообь, то пренебрежем р? и высшими сте- 
пенями р; в таком случае х? = п? — 2пр и х3 = п8 — Зп?р, откуда 
получается уравнение: 


п3 — Зп?р -- ап? — 2апр -- Бп.— Бр + с =0, 
или же: 
03 {- ап? -- Ба -- с = Зп?р -- апр + Бр = (3п*-|- 2ап -- Б) р. 
Следовательно: 
__ 03 ап? + шт -с 
р— Зп? -- 2ап + Ь ° 


Значит для х мы получим следующее, более точное, значе- 
ние: 
—_ (п3 -- а7? -- Би--с\ _ 213 - ап? —с 
Хы г \ 312 -- 2ап -- Б ) зять: 
Если подставить это значение вместо п, то получается 
новое значение, еще более близкое к истине. 
229. Пусть, например, хз -- 2х2 -- 3х — 50 = 0, где а=2, 
5 —3З и с—= — 00; в таком случае, если п представляет уже 
213 -- 21? -|- 50 
312 - 41-3 
представлять значение, еще более близкое к истине. Но х=3 
есть уже достаточно приближенное значение корня; если в при- 
веденную формулу для х подставить П==3, то получим 


прниближенное значение корня, то х = будет 


62 
= т Если бы вместо п мы взяли это значение, то мы 


получили бы новое значение х, еще более близкое к ис- 
тине. 

230. Из уравнений высших степеней мы приведем лишь 
следующий пример: х5 = 6х -|- 10, или хё — 6х — 10 =0. Легко 
видеть, что значение | слишком мало, а значение 2 слишком 
велико (330). Если х = п представляет собой уже приближен- 
ное значение, то, положив х=и -- р, получим хз = п8 -{- 5п4р 
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й, следовательно, пб | 5п4р — би -- бр -- 10, или б4р — бр = 


би -- 10 — пз 
— бп 10 — п5. откуда = 5—6 о И, значит, х = 
405 -|- 10 | 14 
=5%—6 Положим теперь п =1, тогда хот 14. 


Это значение совершенно неподходяще; объясняется это тем, 
что приближенное значение п было слишком мало; если же 
138 _ 69 
74 37’ 
ближе к истине. Если бы взять на себя труд и принять 


положить п = 2, то получим х = что уже значительно 


для п значение то получилось бы еще гораздо более 


9 
37’ 
точное значелие корня. 


Пояснительные замечания. Изложенный Эйлером с 
такой ясностью метод принадлежит Исааку Ньютону, применив- 
шему его впервыг в 1665 г. Но он был обнародован лишь 
в 1685 г. Джоном Валлисом (\!М а) в его „Алгебре“. Хотя ньюто- 
нов метод приближенного вычисления корней не является первым 
по времени, но он был в свое время, да и в настоящее время 
является наиболее простым из этих методов, поскольку к ним 
не предъявляют более серьезных трэбований. Дело в том, что 
он страдает двумя недостатками. Во-первых, нет уверенности, 
что с ним вообще получилось большее приближение к истинному 
значению корня (как это показывает и сам Эйлер в конце при- 
веденного отрывка), и, во-вторых, никогда не знаешь, насколько 
уже продвинулся в деле приближения. Сам метод покоится на 
геометрической основе. Указанные нами недостатки метода были 
впоследствие устранены. Но для многих практических целей метод 
этот, в приданном ему Эйлером простом виде, вполне достаточен. 
Новым у Эйлера являются лишь общие буквенные формулы. 
Эйлер приводит еце другой метод, который менее прост и 
годится лишь длт особенных случаев. 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 
ГЕОМЕТРИЯ И ТРИГОНОМЕТРИЯ 


Уже в предисловии к первой части, посвященной ариф 
метике и алгебре, мы высказали общие соображения о цели 
и способе” составления предлагаемых нами хрестоматий по исто- 
рии математических наук. Надо, однако, заметить, что геомет- 
рия и тригонометрия находятся в совсем ином положении, чем 
алгебра. Геометрия (мы имеем в виду здесь элементарную плани- 
метрию и стереометрию) стала законченной дисциплиной еще 
в древности, и „Начала“ Эвклида представляют собой учебное 
руководство, содержание которого пришлось — вплоть до но- 
вейшего времени — дополнить лишь в деталях и логическая 
структура которого, несколько уточненная в самое последнее 
время, принципиально не может быть улучшена. Поэтому 
избранные отрывки по вопросам геометрии или относятся 
сами к древности, или же должны показать, как при воз- 
рождении наук снова появилось на свет старое математическое 
достояние. 

Иное приходится сказать о тригонометрии. Возникла она 
из потребностей астрономии и была поэтому первоначально 
сферической тригонометрией. Но прошло немало времени, прежде 
чем здесь были установлены настоящие теоремы. На языке фор- 
мул тригонометрия была изложена лишь в ХУШ в. Поэтому в ней 
кк и в алгебре, можно констатировать процесс известного раз- 
вития. До ХУШ в. вряд ли даже ясно сознавали, что тригонометрия 
является собственно оссбой ветвью геометрии. Она вела какое-то 
независимое существование и не упоминалась в книгах по геоме- 
трии. Поэтому сна быга включена в программу школьного 
преподавания лишь поздно, в ХХ в. Даже в настоящее время 

в 


существует какое-то средостение между ней и элементарной гео- 
метрией. В предлагаемой части уделено внимание лишь элемен- 
тарной тригонометрии. Только последний пример (теорему Муавра) 
можно рассматривать как переход к высш:й тригонометрии, 
относящейся уже к анализу. 

Перевод ряда отрывков, взятых у древних авторов, проверен 
моим коллегой Буллемером, 


| 


Гиппократова луночка 


Из „Оег Вейсв{ 4ез ЗйпирИс1из йБег @е Оицайгаитеп 4ез АпНргоп 
ипа 4ез Нфросгаез“. Оиесь!5сй ип@ аешбсн уоп Регдта. а Ки@о. 
{лкипфеп 2иг ОсзсЫсЩе дег Мам, ип АЦецит, 1 НеН. Лейпциг, 1907. 


Предварительные замечания. Гиппократ Хиосский 
жил около 440 г. до н. э. и был одним из крупнейших матема- 
тиков, предшественников Эвклида. Известно, что уже он напи- 
сал „Начала“, которые, однако, утеряны. Его квадратуры круговых 
луночек представляют наиболее раннюю греческую работу по ма- 
1ематике, сохранившуюся, если и не в оригинале, то в очень 
обстоятельном изложении ее. 

Это изложение принадлежит Симплицию из Киликии (в южной 
части Малой Азии). Симплиций (начало Ув. н. э.) принадлежал 
к числу последних учеников афинской школы платоников, эми- 
грировавших после закрытия императором Юстин аном этой 
школы за ее „языческий“ дух в Персию. Приводимое нами 
сообщение было составлено в связи с одним местом из „Физики“ 
Аристотеля, к которой Симплиций написал обширный, сохра- 
нившийся до наших дней, комментарий. В интересующей нас 
части своего комментария Симплиций опирается на толкователя 
Аристотеля, — Александра из Афродизии (в Карии, в юго-западной 
части Малой Азии), жившего в Афинах около 200 г. н. э. 
и на непосредственного ученика Аристотеля, Эвдема Родосского, 
написавшего по предложению своего учителя „Историю геометрии“ 
(не забудем, что это происходило за одно поколение до Эвклида). 
Только благодаря сообщению Симплиция сохранились отрывки 
из обоих этих важных сочинений. Нижеследующее заимствовано 
Симплицием из комментария Александра к Аристотелю. Перевлд 
взят у Рудио (Кид10). 


Стр. 30'31... Доказательство же таково: 
Пусть будет, говорит он (именно — Алексанр)}, АВС 
(фиг. 4) полукруг, описанный над прямой АВ. 


п 


: 


И пусть О будет серединой АВ. Проведем в РД прямую 
ОС перпенликулярчо к АВ, а из С прямую СА, представляю- 
щую одну сторону чвадрата, вписанного в окружность, полу- 
окружностью котср»\ является АСВ. Опишем полуокруж- 

б дость АБС над прямой АС. Так как 

Е квадрат на АВ равен квадрату на АС, 

сложенному с квадратом на другой 

стороне вписанного в АСВ квадрата, 

т. е. на СВ1) [ибо АВ есть гипотенуза 

д 0 в прямоугольного треугольника; а окруж- 

Фиг. 4. ности. и полуокружности, описанные во- 

круг диаметров, относятся между со- 

бой, как построенные на них квадраты, как это доказано 

в 12 книге „Начал“] 2), то, следовательно, полуокружность АСВ 

вдвое больше полуокружности АБС. Но полуокружность АСВ 

также вдвое больше квадранта АСШО. Следовательно, этот 

квадрант равен полуокружности АЕС. Отнимем у квадранта 

и у этой полуокружности сегмент, сбразуемый стороной 

квадрата и дугой АС. В таком случае остающаяся луночка 

АЕС равна треугольнику АСР, который равен некоторому 
квадрату... 


Пояснительные замечания. Читатель сумеет сам 
придать этому доказательству более краткий современный вид. 

Рассмотренная выше теорема имеется в любом учебнике как 
интересный для упражнения пример. Но для древних она имела 
более серьезное значение. На основании ее умозаключали, что 
и сам круг доступен квадратуре, т. е. может быть превращен 
в прямолинейную фигуру, раз это возможно в случае сравни- 
тельно более сложных фигур, как гиппократовы луночки. Гиппо- 
крат нашел квадратуру не только вышеуказанной луночки, но, 
как сообщает Эвдем, построил элементарным путем и нашел 
квадратуры еще двух других луночек. Неверно, однако, будто 
Гиппократ полагал, что с помощью своих квадратур он нашел 
также квадратуру самого круга, как это думали Александр 
и также Аристотель 3). Но, несомненно, что это являлось целью 
его исследований, одним из побочных результатоз которого 
и была квадратура луночек Только арабы первые нашли сумму 


+) Скобки в оригинале. 

2) Эвклил, ХИ, 2. 

3) Рудио решительно придерживается этого взгляда. Но И. Л. Гейберг 
(Нефего) счигает вполне допустимым и протигоподожное воззрение 
(СезсН. 4. Ма. и. Майи. пп АЦецил, Ма спез, 1925, $. 6—7). 
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луночек, построенных на катетах любого прямоугольного тре- 
угольника [Ибн Альхайтам (Бип АШайват) около 1000 г.].Во всяком 
случае у Гиппократа теорема эта не встречается. 


И 


Геометрическое доказательство одного алгебраического тождества 
Из „Еис!а1$ Нетеща“, е4. 1. С. Нефегв, кн. П, теорема 5, т. 1. рае, 

1883. 
Стр. 128. Если какая-нибудь прямая линия (отрезок) раз- 
делена на равные части и на неравные, то составленный из 
неравных частей всего (отрезка) прямоугольник вместе с 
квадратом на отрезке между обеими точками деления, равен 
квадрату на половине (данного отрезка). 

Пусть, действительно, прямая (отрезок) АВ будет разде- 
лена на равные части в С, на неравные в О (фиг. 5); 
в таком случае прямоугольник на АО, ДВ вместе с квадратом 
на СДО, равен квадрату на СВ. 

Построим на СВ квадрат 
СЕЙВ и проведем прямую ВЕ; 
проведем через (точку) 2 парал- 
лельно к каждой из (прямых) 
СЕ, В2 прямую ОН, а через 
(точку) О параллельно к каж- 
дой из (прямых) АВ, БЕ пря- 
мую КМ и далее через (точку) Фиг. 5. 

А параллельно к каждой из (пря- 

мых) СЁ, ВМ прямую АА. И так как дополнительный 
параллелограм СО равен дополнительному параллелограму ОЙ, 
то прибавим 1) общий (параллелограм) ДИ; тогда все СМ равно 
всему 007. Но СМ равно АГ, так как АС равно СВ. В таком 
случае и АЁ равно О. 

Прибавим общее СО. Тогда все АО равно гномону 
ЕГСВЕНО *). Но АО есть (прямоугольник) на АО, ОВ, ибо РО 
равно ДВ. В таком случае гномон [СВЕНО тоже равен (прямо- 
угольнику) на АД, ОВ. Прибавим теперь общее [., равное 
(квадрату) на СО. Тогда гномон [СВЕНО и ЕН (вместе) 


ЕН 7 


1) Мы тсперь говорим: к обеим сторонам, ибо мы при _ %зм непро- 
изволЬно думаем о равенстве. $ 

2) „Гномон“, — первоначально с№ржень, тенью которого пользсвались 
для измерения времени, был введен уже пифагорейцами в качестве 
одного из основных элементов геометрии. У Эвклита он обозначается 
тремя буквами, соответствующими трем площадкам, из которых ои 
состоит. Но нам казалось, что употребление тского обозеачеция през- 
схавляло бы неудебство для понимания текста. 


13 


равны прямоугольнику на АД, ОВ и (квадрату) на СО. Но 
гномон [СВЕНО и ЕН (вместе) представляют квадрат СЕРВ 
(построенный) на СВ. Значит прямоугольник на 40), ОВ 
вместе с квадратом на СО, равен квадрату на СВ. 

Таким образом, если какая-нибудь прямая разделена на 
равные и неравные части, то образованный из неравных частей 
всего (отрезка) прямоугольник, вместе с квадратом на отрезке 
между обеими точками деления, равен квадрату на половине 
(данного отрезка), что и требовалось доказать. 


Пояснительные замечания. Мы сознательно по ряду 
соображений остановились в своем выборе на этой теореме. 
Во-первых, она представляет прекрасный образчик метода дока- 
зательства Эвклида, который кажется нам несколько растянутым. 
Однако следует принять во внимание, что Эвклид, не обладая 
алгебраической символикой, лишен возможности сформулировать 
что-нибудь и поэтому вынужден каждый раз повторять то, что 
он получил уже раньше. К этому следует добавить, Что все эти 
доказательства первоначально предназначались не для чтения, 
а преподавались устно, причем, разумеется, ничто не записывл- 
лось. Когда затем изложили эти доказательства в письменном 
виде, то они остались в сообщенной им традицией форме. Совре- 
менный читатель непременно будет мыслить себе ход доказательства 
в виде равенств или даже выпишет их, чтобы легче понять его. 
Мы не можем не восхищаться греками, которые сумели, несмотря 
на отсутствие у них буквенной алгебры, добиться столь значитель- 
ных результатов. 

То, что мы теперь формулируем с помощью букв, то было 
для греков геометрической теоремой. Эго видно и на нашем 


примере. 
Положим АО == т, ОВ == п, следовательно, 
‚ тт т—-п т — п 
АС ——_—_—_—_—) ср— п — И — ——. 
2 2 2 


В током случае доказываемая Эвклидом теорема гласит: 
т —п\? т п\? 
тв В О И 1 
+ ( - ` (1) 
Г. 


Для „доказ иельства“ этой формулы мы производим просто 
соответствующие выкладки, Для нас это „алгебраическое тож - 
дество“. 


д 


В следующем номере мы увидим, как Эвклид использует 
в своих доказательствах эту теорему. Но для греков она имела, 
сверх того, еще бо\ее серьезное значение. Это не сказано прямо 
у Эвклида; но это можно вывести с величайшей степенью веро- 
ятности из ряда других теорем и построений у самого Эвклида 
и у других греческих математиков. Действительно, положим 
АВ=а, ОВ=—=х, тогда легко видеть, что теорема приобретает 
следующий вид: 


х(а— х) -- (—=)=(5). (2) 


Если теперь нам нужно решить квадратное уравнение 
х(а—х) =, (3) 


причем, разумеется, речь идет только о геометрическом решении 
его, то, согласно формуле (2), имеем: 


„(5-7 в 


о 


формулу, которую в настоящее время мы получаем путем алге- 
браического преобразования формулы (2). Но правую сторону 
равенства (5) грек мог с помощью пифагоровой теоремы превра- 
тить в квадрат с?, так что он получал: 


ИЛИ 


ы Хх =Сс: 6 
х=4 — С 7 
2“ (7) 


Так как греки не знали ни отрицательных, ни, тем более, 
мнимых чисел (ведь числа у них должны были выражаться в виде 
отрезков), то ясно, что а, 62, с? и с должны быть всегда снаб- 
жены положительными знаками. В квадратном уравнении даже 
в случае двух положительных корней, всегда рассматривали только 
один из них (ср. ч. 1, № ХУ). 


19 


Ш 
Теорема о пересекающихся внутри окружности хордах 


Из „Еиси$ Нетеща“, е4. [. |. Нефего, 14Ь. Ш, 35, уо1. 1, ГАряае, 
3883, стр. 256. 

Если две прямые лересекаются внутри окружности, то 
прямоугольник, построенный на двух отрезках одной из них, 
равен прямоугольнику, построенному на отрезках другой. 

Пусть внутри окружности АВС 

(фиг. 6) в точке Е пересекаются две пря- 

д мые АС, ВО; я утверждаю в таком случае, 

б что прямоугольник, построенный на АЕ, ЕС, 

|. с  Равен прямоугольнику, построенному на 
РЕ, ЕВ. 

Прежде всего, если АС, ВО проходят 

Фиг. 6. через центр, так что Е является центром 

окружности АВСО, то так как АБ, ЕС, 

РЕ, ЕВ равны между собой, ясно, что и прямоугольник, по- 

строенный на АЕ, ЕС, равен прямоугольнику, построенному на 

РЕ, ЕВ. 

Если же АС, ОВ не проходят через центр окружности 
АВСО, то пусть этим центром будет 2 (фиг. 7); опустим из 
7 перпендикуляры на прямые АС, ОВ, 
именно ДН, СГ, и проведем также 
В, СС, ЕЕ. 0 

И так как прямая, проходящая че- 
рез центр, как НА, в том случае, когда 
она пересекает под прямым углом дру- 
гую прямую, не проходяшую через 
центр, как АС, делит ее пополам, то АН 
равно НС. Но так как прямая АС раз- В 
делена в точке Н на две равных части, - 
а в точке Е на две неравных, то прямо- 
угольник на АБ, ЕС, вместе с квадратом 
на ЕН, равен (квадрату) на НС. Прибавим (к обеим сторонам) 
(квадрат) на НИ. В таком случае прямоугольник на АБ, ЕС 
вместе с (квадратами) на НЕ, НЕ равен (квадратам) на СН, НЕ 
(взятым вместе). Но (квадратам) на ЕН, НЕ (взятым вместе) 
равен (квадрат) на СЕ, а (квадратам) на СН, НА (взятым 
вместе) равгн (квадрат) на ХС. В таком случае (прямоуголь- 
ник), построенный на АЕ, ЕС, вместе с (квадратом) на ЙЕ, 
равен (квадрату) на ДС. Но 2С равно 2В. В таком случае 
(прямоугольник) на АБ, ВС вмесзе с (квадратом) на ЕЁ 


( 
Фиг. 7. 


равен (квадрату) на ХВ. По тем же соображениям (прямо- 
угольник) на ОЕ, ЕВ вместе с (квадратом) на Е равен 
(квадрату) на (В. Но было доказано, что и (прямоугольник) 
на АБ, ЕС вместе с (квадратом) на СЕ равен (квадрату) на 
СВ. В таком случае (прямоугольник) на АБ, ЕС вместе с (квад- 
ратом) на Е равен (прямоугольнику) на ОЕ, ЕВ вместе 
с (квадратом) на ЙЕ. Огнимем общий (квадрат) на 2Е. Тогда 
остается, что прямоугольник на АЕ ЕС равен чпямоуголь- 
нику, построенному на ОБ, ЕВ. 

Следовательно, если две прямые пересекаются внутри ок- 
ружности, то прямоугольник на отрезках одной из них равен 
прямоугольнику на отрЗзках другой, что и требовалось до- 
казать. 


Пояснительные замечания. Эту теорему о пересека- 
ющихся внутри окружности хордах мы доказываем в настоящее 
время на основанйи подобия. Но она не зависит от подобия, а 
основывается просто на пифагоровой теореме. В этом отношении 
доказательство Эвклида представляет интерес. Кроме того, Эвклид 
не мог пользоваться свойствами подобия, ибо они появляются 
у него лишь в 6-Й книге, после изложения в 9-Й книге учения 
о пропорциях. 

Мы переложим теперь растянутое словесное доказательство 
Эвклида на язык наше“ краткой алгебраической симвотики 
В этом случае оно сводится к следующему: 


АЕ.ЕС - НЕ? = НС? (по теореме предыдущего помер“). 


Отсюда: 
АБ.ЕС-- НБ? + Н27? = НС?-+ НА”, 


АБ. ЕС-- СЕ? —= 7С? (по пифагоровой теореме). 


Аналогичным образэм: 


РЕ.ЕВ -- 2Е? — 7 В?(= 7С?), 
следовательно: 
АЕ. ЕС = РЕ.ЕБВ. 


Чтобы придать этому доказательству совершенно совромен- 
ный вид, мы бы формулировали его следующим образом. Пусть 
АБ=т, СЕ==п, ВР ==г, РЕ==р; заметим, что при вращении 
хорды АС вокруг точки Б р и г остаются неизменными, а т и 
п изменяются. 


а 


То гда, 


3 

треп 
о т —п\2 
не ("5") 

следовазжельно: 

ти 

р, 
2 


ИЛИ 


т. е. произведение тли постоянно при всяком положении АС 


< 


ГУ 
Пересечение двух больших кругов 


Из „Тнеодозй ТироЙае 5рпаейсогит Шго$ Нез Егпез4и$ №хе гесор- 
по\....“, Вегойщ, МОСССИЬТГ (по-греч. и лат.). Кзига |, предложение 11, 
теорема ‘). 


Стр. 11 (лат. стр. 81). 


Нл шАРЕ БОЛЬШИЕ КРУГИ ДЕЛЯТ ДРУГ ДРУГА 
ПОПОЛАМ 


Пусть даны на шаре два больших круга, как АВ, СО, 
пересекающиеся в точках Е, 2 (фиг. 8); я утверждаю, что 
круги АВ, СО делят друг доуга 


ы пополам. Возьмем, действительно, 
центр их, которым пусть будет 
(точка) Н; он тот же, что и 
А 0 центр шара; и проведем (прямые) 

ЕН, НЕ. 
Так как точки Е, Н, 2 лежат 
в плоскости АВи в то же время 

2 
Фи 8. 


принадлежат (плоскости) ОС, то 
точки Е, Н, 2, лежат в обеих плос- 
костях кругов АВ, СД и, следова- 
тельно, Б, Н, 2 принадлежат общему пересечению этих плоско- 


1) В отличие от теорем остальные „прэдложения“ названы „проб- 
лемами“, т. е. задачами. 
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стей. Но общее пересечение двух плоскостей это всегда пря- 
мая. Следовательно, Е, Н, 2 есть прямая. И так как точка Н есть 
центр круга АВ, то ЕЙ есть диаметр его, а каждая из обеих (дуг) 
ЕАЙ, ЕВЕ есть полуокружность. Так как, далее, точка Н есть 
центр круга СО, то ЕЁ есть диаметр его и, следовательно, 
каждая из обеих (дуг) ЕСА, ЕДА есть полуокружность. Сле- 
довательно, круги АВ, СО делят друг друга пополам. 


Пояснительные замечания. Мы выбрали эту простую 
теорему из „Сферики“ (учение о шаре) для того, чтобы пока- 
зать, как рано возникла потребность в установлении и доказа- 
тельстве таких теорем, которые не встречаются в „Началах“ 
Эвклида. Сферика была связана, как и (первоначально только сфе- 
рическая) тригонометрия, сперва с астрономией и не относилась, 
таким образом, к настоящей геометрии. Поэтому первые изло- 
жения геометрии на сфере ясно свидетельствуют о ее астроно- 
мическом происхождении. Но у Теодосия из Триполиса, жи»- 
шего во П в. до н. э., дело носит уже иной характер. Его 
сочинение, одчако, опирается на какую-то другую, до-эвклидову, 
работу, автором которой был, может быть, великий астроном и 
математик Эвдокс (У в. до н. э.), сочинения которого, к сожа- 
лению, все погибли. 

Рисунок (схематический) я заимствовал из цитированного 
издания. Он соответствует, таким образом, рукописям. Самей 
теоремой (или, скорее, обратной ей теоремой) пользуется также 
Эвклид в своих „Рнашотепа“ — сферике вышеуказанного более 
старого типа 1). 

В 1826 г. Ницце (№22е) издал в Штральзунде немецкий пе- 
ревод сферики Теодосия. 


У 


Теорема Паппа 


Из „Рарр! А1ехапа! СоПес#оп1$, дпае зирегзите 1615 шаписсирЫз 
е ай 1аНпа ицегргёаНопе её соттеп{агИ$ 1л$тихИ Ей4енси$ Нин“. 
Уо]итеп [. Вего! ари@ \е'4таппо$“, МОСССЕХХУ:!. 
Стр. 176 (145. ТУ, 1). Пусть будет (дан) треугольник АВС 
(фиг. 9); опишем на (сторонах) АВ, ВС любые параллело- 
грамы АВОЕ, ВСЁН и продолжим (прямые) ОЕ, 2Н до (точки) О 
и прозедем (прямую) ОВ; тогда параллелограмы АВОЕ, 
ВСЕН (взятые вместе) равны параллелограму (который можно 
образовать) из АС, ОВ, расположив их год углом, равным 
сумме обоих (углов) ВАС, РОВ. 


1) Е4а. Н. Мепре, Ёр»., В. Ц. Теипфпег, 1916, стр. 8, 9. 


| Действительно, продолжим ОВ до Ки проведем через А, С 
парэллельно к ОК (прямые) АЁ, СМ и проведем [М. Так 
как АГОВ параллелограм, то АГ, ОВ равны и параллельны. 
Соответственным образом равны также и параллельны МС, ОВ, 

так что и [А, МС равны и па- 

раллельны. Следовательно, и [М, 

АС равны и параллельны. Значит, 

АГМС есть параллелограм с углом 

ГАС, равным сумме углов ВАС 

и РОВ. Действительно, угол ДОВ 

равен углу [4В. И так как па- 

раллелограм ДАВЕ равен (парал- 
лелограму) САВО — действитель- 
но, у них одно и то же основание 

АВ и они (лежат) между теми же 

самыми параллельными (линиями) 

АВ, РО, —а [АВО равен [Г АКМЫ— 

действительно, у них одно и то 

же основание [.А и они (лежат) 
между теми же самыми параллельными (линиями) [А, ОК — 
следовательно, и АДЕВ равен [ГАКМ. По тем же основаниям 

и ВНЕС равен МКСМ. Следовательно, параллелограмы ДАВЕ, 

ВНСС (взятые вмэзсте) равны [АСМ, т. е. (параллелограму) 

на АС, ОВ, образующих угол, равный углу [АС, равному 

сумме углов ВАС, ВОЕ. И это является гораздо более общим, 
чем то, что доказано было в „Началах“ о прямоугольных 
треугольниках относительно квадратов. 


Пояснительные замечания. „Собрание“ жившего 
в позднюю греческую эпоху (конец Ш в. н. э.) Паппа представ- 
ляет обширчый труд, ббльшая часть которого сохранилась (но, 
например, вся первая книга пропала). Хотя Папп является также 
вполне серьезным математиком, но в его труде содержится меньше 
самостоятельных открытий (к которым относится и вышеприве- 
денная теорема), чем комментированных извлечений из авторов, 
произведения которых не дошли до нас. 

По поводу вышеприведенной теоремы, которая и в настоящее 
время доказывается таким же образом, остается только указать, 
что в заключительных словах ее имеется в виду, разумеется, 
пифагорова теорема. Теорема Паппа остается в силе и в том 
случае, если один из параллелограмов построить внутри. Но 
греки не имели обыкновения анализировать все частные случаи 
устанавливаемых ими теорем. 
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У! 
Теорема Птолемея 


Из „Иацай Рюетае! Орега диае ех$ап{ опиша“. \Уо1. Г Зущаж$ 
та{петайса. Еа. Г. [.. Нефето, рагз 1, Кн. 1, 10, Лейпциг, 1898 (только 
по-гречески). — „Оез С]аиаш$ Рюетаеи$ Нап@Бисв 4ег Азфопопие“, 
Г Вапа. Ацз дет Опес5спеп йБегзе{2{ ип@ ши егК1Агеп4еп АптегКип- 
оеп уегзепеп уоп Ка] МапНщ$, Лейпциг, 1912. 

Е4. Нефею, стр, 36; е4. Маш@из, стр. 28. Пусть дана 
окружность, в которую вписан произвольный четырехугольник 
АВСО (фиг. 10). Проведем АСи ВО; требуется доказать, что 
прямоугольник, образуемый АС и ВО, равен обоим (взятым 
вместе) прямоугольникам на АВ, ОС и АО, ВС. Действительно, 
построим угол АВЕ, равный (углу) 

ОВС. Если мы прибавим общий (угол) С 

ЕВРО, то и угол АВБЬ будет равен 

(углу) ЕВС. Но и (угол) ВШОА равен 8 2 

(углу) ВСЕ, ибо они опираются на 

одну и ту же дугу. Значит углы тре- 

угольника АВО равны углам треуголь- 


ника ВСЕ. 
Следовательно, ВО относится к ДА, 4 
как ВС к СЕ; значит (прямоугольник) Фиг. 10. 


на ВС, АД равен (прямоугольнику) на 

Вр, СЕ. Далее, так как угол АВЕ равзэн углу ОВС, а так- 
же (угол) ВАЕ равен (углу) ВОС, то треугольник АВЕ имсет 
углы, равные (углам) треугольника ВСО; и, следовательно, ВО 
относится к РС, как ВА к АБ. Значит (прямоугольник) на 
ВА, ОС равен (прямоугольнику) на ВО, АЕ. Но было до- 
казано, что и (прямоугольник) на ВС, АО равен (прямоуголь- 
нику на ВО, СЕ. Поэтому и весь (прямоугольник) на АС, ВО 
равен обоим (вместе взятым) (прямоугольникам) (прямоуголь- 
нику) на АВ, ОС и (прямоугольнику) на АД, ВС, что и тре- 
бовалось доказать. 


Пояснительные замечания. Так как приведенное здесь 
доказательство совпадает с тем, которое дается во всех наших 
учебниках, то весь интерес отрывка заключается в греческом 
способе изложения его, который я поэтому пытался (в противо- 
положность Маницию) сохранить по возможности точно. Чита- 
тель заметит, насколько больше требуется умственного напряже- 
ния при таком, лишенном помощи символики, способе изложения, 
чем при нашей форме изложения (которой вполне правильно 
воспользовался Маниций, преследовавший совсем иные цели, чем 


6 Вилдейг нер, Хрестоматия, 81 


я в данной хрестоматии). Для Птолемея эта теорема только 
вспомогательнсе предложение, которым он пользуется для вывода, 
например, из хорд двух углов хорды разности их. Выражаясь 
точнее, он определяет, зная хорды углов а и В, хорды а— В, 
а В, а также хорду 5“. Полученный им результат соответ- 
ствует нашим формулам (отсутствующим, разумеется, у ‘его) 


1 
для т (а — В), зп (ав) и $? > _а — 5 (1 — с05 а). Ср. сле- 
дующий номер. 


УП 
Теорема сложения косинусов 


Из С1ацан Рюетае! „Зуп{ах!$“, (см. предыдущий номер), книга 1, 10. 


Е4. Нефегр, 1, 1, стр. 41, е4. МашЧиз, стр. 31. Пусть 
снова АВСО будет окружностью с диаметром А0 и центром 2 
(фиг. 11). Проведем, начиная с А, две следующих друг за дру- 
гом данных луги АВ, ВС и проведем данные тоже одновре- 
менно прямые АВ, БС. Я утверждаю, 
что если мы проведем АС, то и она 
будет дана. Действительно, проведем 
через В диаметр ВЕЕ окружности 
и проведем ВО, ОС, СЕ, ОЕ.Ясносамо 
собой, что благодаря ВС дается так- 
же СЁ, и с другой стороны, что с 
помошью АВ можно определить так- 
же ВРи ОЕ. А так как ВСОЕ пред- 
ставляет четырехугольник в окруж- 
ности, а ВО, СЕ — диагонали, то, 
согласно вышеприведенной теореме, 
построенный на диагоналях прямоугольник равен обоим (взя- 
тым вместе) (прямоугольникам), построенным на противо- 
положных сторонах. Следовательно, так как (прямоугольник) 
на ВО, СЕ дан, а также дан (прямоугольник) на ВС, ОЕ, то 
определяется тем самым и (прямоугольник) на ВЕ, СР. Но 
также дан диаметр ВЕ, поэтому дана и остающаяся сторона СО, 
а отсюда можно определить также дополнительную хорлу 
в полуокружности, именно СА. Следовательно, если даны две 
дуги окружности и (стягивающие) их прямые, то, согласно 
этой теореме, дана и прямая, стягивающая обе эти дуги вме- 
сте взятые. 


$2 


Пояснительные замечания. Как уже было указано 
(см. предыдущий номер), Птолемей не в состоянии, разумеется, 
дать общие формулы, так как он не обладает необходимой для 
этого алгебраической символикой. Он может только сказать, 
как определяется на основании известных теорем (в данном слу- 
чае это только пифагорова и птолемеева теоремы) по данным 
хордам искомая хорда. Итак, пусть даны АВ и ВС; опираясь 
на пифагорову теорему, можно считать вычисленными ВО и СЕ; 
далее, 0Е = АВ (чего Птолемей, странным образом, не говорит 
прямо), тогда мы имеем: 


ВО.СЕ =ВС.ЮЕ- ВЕ. СЬ, 
ВЕ.СР = ВО.СЕ — ВС.ОЕ, 
значит: 
_ ВБ.СЕ-— ВС.ОВ 


Ср ВЕ 


Это и имеет в виду Птолемей. Искомая же хорда АС опре- 
деляется затем в свою очередь при помощи пифагоровой тео- 
ремы. Назовем теперь, пользуясь современным способом обоз- 
начения, центральный угол, опирающийся на хорду АВ, через 2а, 
а угол, опирающийся на хорду ВС, через 28 и положим 
Ар =—ВЕ==2г; в таком случае АВ==2'гзша, ВС ==2рттВ; 
искомая хорда АС должна равняться 2х 1 (а В). Но СР в этом 
случае равно 27со$ (а | В), точно так же ВО ==2гсоза; 
СЕ = 27созВ. Вышеприведенная формула дает тогда: 


2+ со (а 8) — 27с0$ а 27с0$ "— Зизт а. г зт В , 


следовательно, 
с0$ (1-- В) = с0$ @-с0$ В — “па. $1 В. 

Читатель сам сумеет вывести отсюда формулу для зп (а -- 8) 
на основании выражения У/1 — соз2 (а--В). Для Птолемея было 
достаточно составить на основании численных значений хорд 
свою таблицу хорд (соответствующую нашей таблице синусов). 


УШ 


Первое вычисление объема усеченной пирамиды 
Из Негоп$ уоп Аехапаца, „Уегтеззипе1ейге ип Оюрфа“. Спиес5сН 
104 аещсп уоп Негтапп Зспбпе, Лейпциг, 1903. ` 
Предварительные замечания. Стереометрия воз- 
пикла, очевидно, из рассмотрения ппавнльных тел’ представлявших, 
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кроме математического, и большой философский интерес, как 
это видно из учения Платона, воспользовавшегося ими в своей 
космологии. Их теория вместе с простейшими теоремами о пря- 
мой и плоскостях, а также о конусе и цилиндре, содержится 
в Х1—ХШ книгах эвклидовых „Начал“. Теоремы, касающиеся 
шара, были найдены лишь позже Архимедом. С тех пор кар- 
тина, представляемая элементарной стереометрией, почти не изме- 
нилась. Объем усеченной (квадратной) пирамиды вычисляли при 
случае (находя его, однако, скорее ощупью) уже ранние египтяне; 
но, как мы сейчас увидим, даже Герон, живший, вероятно, 
в Шв. н. э., не имеет еще соответствующей формулы и решает 
задачу путем разложения пирамиды на отдельные части. Только 
у Леонардо Пизанского (1220 г.) мы встречаем впервые правило, 
в точности соотв-тствующее употребляемой нами теперь фор- 
муле. Нижеслгдующий перевод в точности воспроизводит форму 
изложения греческого текста. Но я позволил себе исправить чер- 
теж по сравнению с тем, который имеется в рукописях. 


Стр. 104. Требуется измерить усеченную пирамиду, имею- 
щую треугольное основание. Ее верхняя площадь тоже тре- 
угольна и подобна основанию. Пусть основанием пирамиды 
будет треугольник АВС (фиг. 12), верхней же площадкой 
треугольник РЕЙ, подобный АВС. Далее, пусть АВ равняется 
18 единицам, ВС — 24, АС 36, 
РЕ — 12; в таком случае Е (бу- 
дет равно) 16, а ОЕ — 24. Пусть, 
далее, опущенная из треугольника, 
РЕХ на основание (высота) рав- 
няется 10 единицам. Возьмем те- 
перь АН, равное ДЕ, СО, рав- 
ное Еб, проведем НО, разделим 
пополам ВО и ВН в точках К, Г, 
проведем через точку К (прямую) 
КМ, параллельную ВС, проведем 
ЕСМ и продолжим ее до Х и прэве- 

Фиг. 12. дем еще АГ. Так как треугольники 

АВС и ЕЁ подобны, то ВС отно- 

сится к ЕЙ, т.е. к СО, как АВ к ОЕ, т.е. к АН. Следователь- 
но, 4С параллельна НО. И так как НК, КВ равны, а КММ, ВО 
параллельны, то МН равна №О. Но и ВЕ (равна) [О Следова- 
тельно, [МХ параллельна АВ, но также и АЁ параллельна НО, 
г. е. АС. Следовательно, АКЁХ и КЕСМ суть параллелограмы 
и они равны, ‘ибо у них одно и то же основание и они распо- 
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ложены между двумя параллельными. По тем же соображениям 
и НКЁМ равно МКЕО; (в таком случае) остаточный паралле- 
лограм АНМ№Х равен параллелограму МОСМ, И так как АН, 
или же №МХ, равна ДЕ, а СО, или же ММ, равна Ей и они 
образуют равные углы, то, следовательно, и ХМ равна 22. 
И так как КЁ равна каждой из обеих АХ, МС, то, следова- 
тельно, и АХ равна МС. Следовательно, СХ есть половина 
суммы АС, МХ, т.е. АС, ОЕ. С другой стороны, так как КВ 
равна АН, то АК, или ХЁ, равна половине суммы ВА, НА, 
т. е. АВ, Ос. По тем же основаниям [С равна половине 
ВС, ЕЁ. Но так как объем усеченной пирамиды складывается 
из призмы, основанием которой служит параллелограм АНМХ, 
а вершиной прямая ОЕ, и из призмы, основанием которой 
служит параллелограм ММ№ОС, а вершиной прямая ЕЁ, иеще 
из другой призмы, основанием которой служит треугольник 
ММХ, а вершиной (треугольник) ДЕР, и, далее, из пирамиды, 
основанием которой служит треугольник ВНО, а вершиной 
точка Е; так как, далее, объем призм, основаниями которых 
служат параллелограмы АНМХ и МОСМ и высота которых 
та же, что высота пирамиды, равен площади параллелограма 
№ММОС, умноженной на высоту, объем же призмы, основанием 
которой служит треугольник ММХ, а вершиной (треуголь- 
ник) ДЕЙ, равен ММ№Х, помноженной на высоту, далее, объем, 
пирамиды, основанием которой служит треугольник ВНО, 
вершиной же точка Е, равен трети площади треугольника 
ВНО, умноженной на высоту, а треть треугольника ВНО 
равна одной с третью [МО вследствие равенства 1)..., треть 
же треугольника [ЛО равна одной двенадцатой треугольника 
ВНО, то объем усеченной пирамиды равен площади тре- 
угольника ХЁС, сложенной с двенадцатой частью треугольника 
ВНО и умноженной на высоту. Но высота дана. Надо, следо- 
вательно, доказать, что и треугольник ХЁС дан и также две- 
надцатая (часть) ВНО. Так как сумма АВ и ОЕ дана и было 
доказано, что ХЁ есть половина ее, то, следовательно, 
и АЁ дана. Но по тем же основаниям даны каждая из обеих 
ГС, СХ, так что и треугольник ХЁС дан. С другой же сто- 
роны, так как даны каждая из ВА, АН, то, следовательно, 
дана и ВН и по тем же основаниям и ВО. Далее, так как 
даны каждая из АС, МХ, то дана также их разность, именно 
сумма АХ и МС, т. е. НО. Следовательно, дан также и тре- 
угольник НОВ и, значит, и двенадцатая (часть) его. Теперь 


4) В сохранившемся тексте здесь имеется пропуск. 
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вычисление производится следующим образом. Сложи 18 и 12, 
половина суммы их будет 15, затем 24 и 16, половина которых 
будет 20, далее — 36 и 24, половина которых будет 30. И надо 
вычислить треугольник, стороны которого 15, 20, 30. Он, 


1 
как мы показали, будет приблизительно равен 181. Отними 


теперь 12 от 18, остается 6, и — 1бот 24, остается 8, и— 24 
от 36, остается 12. Измерим треугольник, стороны которого 
6, 8, 12. Он, как мы показали, будет равен приблизительно 21. 


11 
Двенадцатая часть этого будет 154 Прибавь к ним 


1 
131 4 › получится 133. Умножь это на высоту, и тогда полу- 


чится объем усеченной пирамиды АВСРЕР. 


Пояснительные замечания. На чертеже ЕМ№ верти- 
кально, чего не указано в тексте. Поэтому рассматриваемые 
призмы — „перпендикулярные“ призмы. Не останавливаясь на дос- 
таточно ясном, само по себе, разложении пирамиды, заметим только, 
что обе призмы над параллелограмами АНМХ и ММС ис 
„вершинами“ ОБ и ЕЁ равнообъемны и, взятые вместе, равны 
параллелепипеду с основанием М/АОС и данной высотой. К этому 
присоединяется призма с трехугольным основанием ХМ№МИ. Таким 
образом мы имеем призму с трапецией ХМ№ОС в качестве осно- 
вания и с данной высотой. К этому присоединяется призма, име- 


ющая основанием треугольника №МЁСО и ту же самую высоту. 


3 
Если отнять отсюда треугольник №МЁО и причислить его к пре- 
дэхдущему, то мы получим, в общем, призму с основанием ХЁС 
и с данной высотой и к этому ещоь призму с основанием 


1 1 
з МЕО —=т5 НВО и с данной высотой. Но сторолы треугольника 


ХЕС представляют каждая арифметические средние соответствую- 
щих сторон, основания и верхней площадки, а стороны тре- 
угольника НВО равчы каждая разности соотвзтствующих сторон 
основания и верхней площадки. Огсюдз и получается все осталь- 
ное — Герон пользуется дважды названной по его имени, но, на- 
верно, не им открытой, формулой (см. ниже, № ХИП). Заметим еще, 
что у греков буквы алфавита в известном порядке служили цифрами. 
Поэтому в своем переводе мы писали цифры там, где они имеются 


11 
в орягинале. В конце отрывка имеется дробь 15 4 напн- 
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санная на египетский манер (см. 1, № Ш). Она означает 


1 1 3 
 —=12 
2 4 4. 


Х 


Длина окружности и площадь круга у немецких землемеров 
около 1400 г. 


Из так называемой „Сеотеа Ситен$1$“. Издана с подзаголовком 
„Еа автопопизспег Тга {4аё аиз 4ег Сей 4ез Носите! ет Сопга@ уоп 
Лмаешееп (1393—1407) ` Г. Мендталем (М-п@{па1), Лейпциг, 1836 (там — 
стр. 67). Тексг дан по-латыни и по-немецки. 


О ДЛИНЕ ОКРУЖНОСТИ 
Если изв.стен ди метр, то ‹ак най и длину ок›ужности? 
1 
Учителя говорят, что длина окружности в Зи 7 раза 


больше днаметра, так что если диаметр 7, то окружность 
рава 22. Следовательно, если знсют длину диаметра, то 
длину окружности находят следующим образом: умножь длину 
диаметра на 22 и раздели р зультат на 7, частно» представ- 
ляет тогда длину окружнос.и. Действительно, оба числа 22 и 
7 представляют наименьшие целые числа, дающие отношение 
1 

Зи 7. 

Стр. 69... _ 

Найти площадь кругообразного поля. 

Умножь половину длины охружности на полэвину д а- 
метра, и все готово. 


Пояснительные замечания. Область Кульм в прежне\ 
западно” Пруссии, принадлекашая тепеь Польше, представляет 
место посел.ния Немецкого ордена, вышеназванный гроссмейстер 
которого поручил составить для землемеров цитируемую нами 
работу, носившую, разумеется, чисто практический характер. 
Имл автора ее не сохранилось. Употребляемое в ней отношение 
22:7 было дано Архимедом (ПШ в. до н. э.) Оно было известно 
в продолжение всех Средних веков. Даже крупные ученые счи- 
тали его тогда вполне точным. Тем интэреснег отметить, что 
восточно-немецкий геометр вполне отчетливо сознает лишь при- 
ближенный характер его. Это ясно видно из приведенного намы 


отрывка, но в латинском тексте это вскоре сще особо оговари- 
вается.--Сбеотеа Си]тепз!$ наиболее старинное геометрическое 
сочинение на немецком языке. 


Х 


Первая формулировка теоремы косинусов для сферического 
треугольника 


Из „ОосНззиШ у её та петаНсагит 4151рИлагит ехйт) ргоЕе $5015 
[2АММ$ ОЕ КЕСТО МОМТЕ 4е Тиапри!$ отпипо48 ПШ аитаце“. 
МогипЬегоае.. Аппо С 115 # М.О.ХХХШ. 


Предварительные замечания. Региомонтан умер в 
1476 г. в разгар ряда задуманных им р.бот, оставив в ненапе- 
чатанном виде свои „Пять книг о различного рода треугольниках“, 
которые были закончены уже около 1464 г., хотя им нехва.тало 
еще последней отделки. В 1583 г. рукопись попала в руки 
Ио!анна Шзнера (5сПдбпег), напечатавшего ее. Только тогда она 
смогла начать оказывать огромное влияние на развитие тригоно- 
метрии, хотя ею пользовзлись еще и ранее. 


Стр. 127 (ег У, П). Во всяком сферическом треуголь- 
нике, состоящем из дуг больших кругов, отношение $тиз 
уегзиз 1) какого-нибудь угла к разности двух зши$ уегзиз, из 
которых один (берется) от стороны, стягиваемой этим углом, 
а другой — от разности обеих дуг, заключающих сам этот 
угол, равно отношению квадрата целого $птиз$ гесшз к прямо- 
угольнику, образованному синусами дуг, заключающих рассма- 
тривазмый угол. 


Доказательства этой теоремы, вследствие пространности его, 
мы здесь не приведем. Мы приведем еще лишь первое настав- 
ление к приложению этой теоремы, не очень, правда, содержа- 
тельное. Многоточия, имеющиеся в нижеследующем отрывке, 
представляют места, где Региомонтан цитирует самого себя. Но 
пробелы имеются и в оригинале, ибо Шенер, очевидно, не на- 
столько глубоко понял суть дела, чтобы он легко мог заполнить 
ни; сам. 


Стр. 129 (Бег У, Ш). 
Даны три стороны сферического треугольника, составлен- 
ного из дуг больших кругов; измерить все его угла. 


') Региомонтан пишет всегда раздельно это слово и склоняет его 
так же, как и слово $1пи$ гесфиз. 
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Хотя задачу эту можно решить посредством..., но нам 
захотелось приложить к ней вышеизложенную теорему, ибо 
вид нстины становится тем приятнее, чем более многочислен- 
ными и различными путями приходишь к одной и той же 
цели. Итак, пусть рассматриваемым треугольником будет абс, 
составленный из дуг больших кругов, и пусть требуется найти 
его угол фас или какой-нибудь другой. Предположим, что всс 
три стороны не равны, ибо если бы две каких-нибудь из них 
были равны, то следовало бы поступить по правилам.... 
Так как по предыдущему отношение квадрата целого $тиз 
геи к (прямоугольнику), образуемому зтиз гефиз обеих дуг 
аб и ас, равно отношению $шиз$ уегзиз искомого угла фас к 
разности двух 31пиз уег$из, одного от 0дс, а другого от 
разности обеих дуг аб и ас, и так как по предположению 
три из этих величин известны, то известна и четвертая, 
именно, $1пи$ уегзиз угла фес; отсюда определяется его дуга, 
дающая величину угла фас, и, таким образом, можно считать 
измеренным и сам угол фас. Для нахождения остальных двух 
углов мы не пишем ничего нового, ибо по найденному уже 
углу бас вместе с противолежащей ему стороной с и другими 
известными сторонами можно по...— вычислить все остальное. 


Пояснительные замечания. Прежде всего слелует 
указать, что уже в латинских переводах ХП в. с арабских 
источников употребляли выражение з1пиз гебиз (прямой синус) 
для нашего обыкновенного синуса, в противоположность зтиз 
уегзиз (обращенный синус), равному 1 — с0$ (стрела, за” Ша), и 
точно так же 31пиз {10и$ (целый синус) для обозначения радиуса. 
У арабов эти выражзния встречаются уже, по крайней мере, около 
1000 г. Пользуясь этими старинными обозначениями, можно 
формулировать теорему Региомонтана следующим образом: 


зп уегз а ($11 404)? 
ип мег$ а — $п уегз (6 —с)  зтозшс’ 


или, согласно современнсму начертанию, 


1 — соза 1 
с0$ (р — с) —с05а  зифзтс’ 
нли 
зто тес — пр т ссоза = с0$ 6 сос -- зп бзтс — соза, 


и, наконец, 
соза — с0$ 6 с0$с -- позтссоба. 
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Только у Висты (Уве) (1593 .; см. № ХХ) теорема эла 
(сформулированная в словах) имеег такой вид, что из выражаю- 
щей ее у него пропорции сейчас же получается наше последнее 
равенство. Виете же, несомненно, принадлежить честь открытия 
полярной теоремы о косинусах (для углов) 


с0$ а —= — с0$ В с0$ у | $11 В зп { соз а. 


Теорзма эта упоминается иногда уже ‘езадолго до 1593 г. 
но безусловно имеет своим источником круги, стоявшие близко 
к Виете, 


Хх 
Приближенное построение правильного пятиугольника 


Из „(ео пеш!а Чешсй“. Без указания года, места и автора (инку- 
набула приблизительно от 1484 г.): 


Лист (2), Уо. Если кто хочет нарисовать пятиугольник с 
циркулем неизменного раствора, то раскрой циркуль настоль- 
ко широко, сколько ты желаешь, и наметь две точки „а.Б. 

Затем оставь одно острие циркуля в точке .а. и проведи 
круг; точно так же оставь цир- 
куль в точке Б и проведи круг, 
и там, где один круг заходит за 
дрУой, наметь две точки .с.4а. 


Фиг. 153. 


Затем, наложи линейку на точки .с. и .4. и проведи длин- 
ную черту через обе точки, так что получится такой чертеж 
(фиг. 13). 

[(2), Ва.]. Затем помести острие циркуля. в точку .@ и 
проведи круг через .а Б., и там, где этот круг проходит 
черз черту.с.4., наметь е Затем посмотри, где этот самый 
круг заходит за круг.@ Б.В., и намэть там .Ё., точно так же 
на другой стороне наметь © После этого наложи линейку 
на точку .Ё. и на .е. и проведи черту через э`и точки до 


е ——- 


| круга .4.а.с.е. и наметь там точку .К, Таким же образом 

на другой сгороче наметь „В. После этого помести циркуль 
вточку .К., проведи круг и, где он заходиг за линию .Ч.е.с., 
наметь .!. Затем проведи черту от .1. до .К., от .К. до .Б., 
от .Б. до .а., от .а. ло .В., от „В. до .1 Тогда ты полу- 
чишь правильчый пятиугольник, образец которо.о здесь при- 
ложен (фиг. 14)1). Таким образом получается прав 'Льный пя- 
тиугольник. 


Пояснительные замечания. „ОСеошеа аещзсв“ оча- 
ровательная книжка, состоящая только из б непронумерованных 
листов. На перэдней странице первого листа имеется заголовок, 
задняя же страница последнего листа совершенно чистая. Ве 
остальные страницы начинаются с прописной буквы стиля Ренес- 
санс и содержаг вверху текст задачи, а внизу соответствующие 
чертежи. Всего имеется 9 задач, ибо вышеприведенная занимает 
2 страницы. В последних двух задачах приводятся чертежи за- 
крытого шлема и щита, которым придана несколько мат›матиче- 
ская форма, остальные же — это простые задачи из практиче- 
ской жизни, встречающиеся в сгроительном деле: опустить 
перпездикуляр, найги середичу дуги круга, пгевоатить треуголь- 
ник в квадрат (грубое решение), начертить пятиугольник и 
семиугольник (приближенно), восьмиугольчик (точно), выпрямить 
охружность (п берется равным 31/,). Как и в приведзнной выше 
задаче, во всех случаях даются только построения. 

„авеотеша Чец"5сп“ — вероятно, самое раннее печатное не- 
мецкое сочинени> по геомегрии. Впервые указал на эту книжку 
3. Гюнтер (Сйпег), открывший экземпляр ее в Нюриберге и 
перзпечатавший ее целиком 2). 

Нарисованный в°ише „пятиугольник“ („ЕРап!ог“) построен при 
неизменном раствор? циркуля. Такого рода построения были 
излюбленными уже у арабов, и ими охотно занимались вплоть 
до новейшего времени. Хотя этот пятиугольник н равносторонний, 
но он, конеччо, неправяльный; однако, отклонение его от пос- 
леднего так ничтожно, что практически его можно считать впол- 
не правильным. Действительно, углы его равны соогветственно, 


За= < р—107° 2'18", в == Е =108522', 5 1=109°11'33" 


1) В оригинале наряду с этим чергежом дается еще отдельно пяти- 
угольник аВАЙ. 

1) „Сиг СезсисщЩе ег деш5спеп МаШетаНх пп @пбенщеп УабтНип- 
Ч `1{*. 2. 1. Ма. и. Рцуз. 20 (1875). НЗ. — Ш АБВ. Стр. 1—14; наш 
текст (не вполне безупречный), стр. 5. В Мюнхене и Берлине тоже 
имеются экземпляры этой кииги. 
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Задача в точно такой же форме перешла в „Упаенусузице“ 
Дюрера (Ойгег) (см. инже, № ХУ), но только Дюрер снабли. 
ее соответственным текстом. У Дюрера имеется также (известное, 
впрочем, еще в древности) построенне семиугольника и грубое 
превращенне треугольника в квадрат, даваемое „С@еоте1а дешев“. 

Автор „@сотеш{а 4еисН“ считал все свои построения вполне 
точными. Дюрор же, во всяком случае, знает и геометрически 
точное построение, если таковое имеется. Вычисление истинной 
величины углов пятиугольника было произведено впервые Джан- 
батистой Бенелетти (Вепеде#) и опубликовано в 1580 г. (см. 
ниже, ХУП). Ср. программу (Ансбах, 1896) 3. Гюнтера „Пе 
сеотен1зспеп М&негипезКопзиикНопеп А1БтесВЁ ПОйгегз“, где точно 
вычислены все построення. 


ХИ 
Вычисление треугольника по трем сторонам. Формула Герона 


Из Венеп4е уп@ пибзспе Кеспепипр аий аПеп КаиЙтапизсвай! (инку- 
набула п Осфауо в 237 листов без пагинации; на первом листе заголо- 
вок книги, Последний лист совершенно чист). На листе (2), \Уо. начинается 
посвущение с именем автора: Шонаппез$ \@тап уоп Ерег. Посвящение 
заканчивается на листе (3), Вй.: Серебед {2и ]еурёсК 2сит п. \еп Таге 
Ч г \Мещеег 2са11) пасн Св! $е себий. Лп пеипупдасвс еп. Колофон 
на листе (236) 2), Вй. гласит: СедгисК{ п дег Еиг{Испеп За Герсдск 
4игсН Сопгадит КаспеоНеп, Ли 1489 Таге. 


Лист (02), \о. [== (211), \о.]. Если ты хочешь знать сае- 
сит 3) треугольника с разными сторонами и также агеат зирег- 
Ис!а1ет 4) его, то прибавь аиадгаит основания (фиг. 15), 

т.е. 196, к ацайгаа меньшей стороны, 
| т.е. к 169, получится 365 (211, В1.). Затем 

1 5 вычти квадрат большей стороны, т. е. 225, 

из суммы первых двух квадратов, т. е. 
из 365, останется 140, раздели это попо- 
лам, получится 70, и это раздели на 14, 
| получится 5, это меньший отрезок осно- 
вания, образованный через саесит. За- 
тем помнож 5 на себя, получится 25. 
Это вычти из квадрата меньшей стороны, т. е. из 169, 


1) То есть в десятках и единицах (с опущением тысячей и сотен). 

") Отметка листа (03). Печатные листы нумеруются сперва строч- 
‚ными буквами, а затем: прописными. 

3) Ошибка наборщика: вместо „сапеит“, ибо в тогдашних руко- 
писях трудно было отличить & от с. СаФфефшз означает здесь высоту 
треугольника. 

&) Площадь. 
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останегся 144 и К аиадгаа 1) этого числа есть сайеси$ выше- 
нарисованного треугольника. Если ты хочешт знать Агеат 
зирегИ1а!ет, так сложи все три стороны, это даст 42, возьми 
половину, это будет 21. Затем найдя разность между 21 и 13, 
это будет 8. Умножь теперь 8 раз 21, получится 168. Затем 
снова найди разчость между 12 (!) 2) и 14, получится 7, умножь 
7 раз 168, это даст 1176, умножь также аАШегепёат между 
15 и 21, т.е. 6, на 1176, и получится 7056, и В диаагаа 
из этого, т.е. 84, есть (212 \о.) агеа выше нарисованного 
треугольника, или же посгупи так, гораздо легче и быстрее. 
Умножь полчасти основаних., т. е. 7, на санесит, т. е. 12. Или 
же снова умножь полчасти сафес!, т.е. 6, на все основание, 
т. е. на 14, и всегда получается 84, и это есть агеа зирег- 
На! данного выше треугольника 3). 


Пояснительные замечания. Перед нами здесь пример 
того, как уже авторы первых печатных руководств по арифме- 
тике старались сообщить своим читателям кое-какие сведения 
по геометрии (как мы это видели уже и для алгебры в Г части). 

Ясно, что это было возможно сделать лишь в самом простом 
виде. Ведь даже для арифметических правил не давалось ника- 
ких доказательств. В нашей задаче вычисляется высота А == 12 
по трем сторонам треугольника а==15, 6 =13, с=14. Назо- 
вем проекцию стороны 6 на основание через р; в таком случае: 


а = 62 - с? — 9ср, 
значит: 


как это вычисляет и Видман. Так как, согласно пифагоровой тео- 
реме, высота Ёй = 12, то площадь трэугольника будет равна, как 
устанавливает Видман в конце задачи: 


1 
площадь == 5 ° 14.12 —= 84. 


Но, кроме того, Видман пользуется еще и так называемой 
формулой Герона, которую мы теперь пишем так: 


площадь == И 5 ($ —а) ($ — 6) ($ — с), 


‘) Ках диа4га1а — квадратный корень. 

2) Опечатка: вместо 21. 

3) У Видмана чертеж в точности таков же, как наш, только плохо 
выполнен (высога у него расположена косо). 
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где 5 означает половину периметра треугольника, в рассматрива- 
емом случае 21. Правило это (вместе с доказательством) встре- 
чается в нескольких местах у (вероятно позднегреческого) земле- 
мера Герона, но, по свидетельству арабов, является одним из 
многочисленных открытий Архимеда, Даже числовой пример Вид- 
мана имеется у Герона1), 


ХШ 


Названия сторон прямоугольного треугольника, 
Пифагорова теорема 


Из „Соз$“ Хр. Рудольфа, Страсбург, 1525 1). 


Лист Т, ВИ. Имеется башня вышиной в 100 локтей и от 
башни ров шириной в 18 локтей, на конце рва ставят лестницу 
длиной в 30 локтей, прислоняюшуюся другим концом к башне. 
Спрашивается, как высоко доходит по башне лестница? Об- 
рати внимание на прямоугольный треугольник. Лестница это 
уро{епиза. Ширина рва Баз!з. Са пез часть башни от конца 
лестницы до земли, неизвестная нам. Положи поэтому сае- 
{из 1716, тогда квадрат его будет 18. Возведи в квадрат также 
гипотенузу и основание. Квадрат гипотенузы будет 900, вычти 
отсюда 1#, получится: квадрат основания 9005 —18 рав- 
няется 324$. Поступи по правилам. Получится: 116 24д. До 
такой высоты доходит лестница по башне. 


В своем новом издании этой книги („Оле Со$$ СпизюйЙ$ ВидоН$...", 
Кошрзреге, 1553) Михаил Штифель (5!) придал этой задаче более 
общую формулировку, отказавшись также от употребления технических 
терминов: 

Дана треугольная фигура с прямым углом. Длина основ^- 
ния 18 локтей и длина самой длинной линии 30 локтей. Ка 
кой длины должна быть средняя линия? 


Пояснительные замечания. О слове Соз$ и встреча- 
ющихся обозначениях для неизвестного (16 —=гах), его квадрата 
(& = 2еп3из) и постоянной ( 9 = депа из) — см. ч. [, № ХЕ. Слого ги- 
потенуза означает дословно: „натянутая под“ (т. е. сторона, натя- 
нутая под прямым углом), и в этом значении встречается уже у 
Эвклида (около 300 г. до н. э.). Два других слова „осно- 
вание“ и „катет“ встречаются в этой связи лишь у позднейших 
математиков (землемеров) и наверное у Герона. Трзугольник при 
этом всегда рисовали так, что „основание“ было горизонтально, 


1) См. „Негоп$ Уегиеззипеенге ипа Бора“ стр. 24/25 и 2841285. 
2?) См. ч. Г № ХИ. 


94 


что достаточно объясняет происхождение сго наименования. „Ка- 
тет“ (дословно: отвес, — так назывался уже по-гречески) бы! 
в таком случае вертикальным. Ударение помещается по-гречески 
на первом слоге. Названия эти сохранились до новоге времени. 
Столь понятная для нас теперь мысль — дать обеим равноправ- 
ным по отношению к прямому углу заключающим его сторонам 
одинаковые же наименовання  псявляется лишь в ХУПв. 


ХУ 


Теорема о пропорциональных отрезках. 
Построение третьего пропорционального отрезка 


Из „Упдегмеузите ег теззипе [тЙ дет атгске] уппа исНё5снеу4/".. 
дигсн Атес Ойуег хизаттеп се{гобеп/... пп }аг М. О. ХХ у [М№гпЬего]. 


Лист (Оу), Вй.: Если ты имеешь две линии, одну длинную 
и одну короткую, и хочешь найти к ним пропорциональную 
третью — самую короткую, так чтобы как короткая линия 
относится к длинной, так и новая кратчайшая относилась 


к средней, то псступи так. Г 
Нанеси обе линии: длинную ый 
и короткую, по длине го- №. 


ризонтально друг за другом. 
Начни с длинной и обозначь 
их длину /а/Ъ|с|. Затем возь- 
ми длину более короткой 
линии /6/с/ и помести ее ®©= $ 
В в точку |а/ и Эм д 6 Уе с} 
нагни ее точкой [с / по отно- Фиг. 16 
шению к горизонтальной ли- "о 
нии [а/Ъ <] (фиг. 16) [(Ом), Уо.] и проведи затем от наклонной 
линии из точки |с/ к точке [Ъ] на горизонтальной линии 
прямую линию. Эта линия образует треугольник |а/Ъ/с|, а 
нарисованную короткую линию [а/с] продолжи, насколько это 
потребуется. Затем проведи соответственную параллельную 
линию к линии |Ъ/<] из точки |<] горизонтальной линии; 
там, где эта параллельная линия пересечет продслженную 
линию |[а/с/], там поставь /4/, тогда линия [с/4’ будет про- 
порциональной к двум заданным линиям /а/Ь’с] и нлименьшей, 
и она относится к средней, как средняя относится к большей, 
ибо обе параллельные линии /с/4] и ;Ъ.<] делят эти линии 
пропорционально. Эту вешь полезно знать, и она употреСлхе! ся 
для многих вен’'ей. 
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Пояснительные замечания. „Наставление в измере- 
нии“ Дюрера составляет, вместе с вскоре вышедшими затем со- 
чинениями „Об искусстве возведения укреплений“ и „О чедове- 
ческих пропорциях“, части более крупного задуманного им труда 
об элементах математики в живописи, рисовании и архитектуре. 
Содержание этой книги довольно пестро и носит по существу 
практический характер; но в ней содержится довольно значи- 
тельный запас математических сведений, свидетельствующий о 
высоком уровне образования у тогдашних итальянских (у ко- 
торых обучался Дюрер) и немецких художников. Наряду со 
многими другими вопросами (например геометрическим построе- 
нием разных алфавитов), в „Наставлении“ содержится учение 
о горизонтальной и вертикальной проекциях в применении так- 
же к кривым линиям в пространстве и начатки центральной 
порснективы. 

Благодаря многочисленным немецким и трем латинским пе- 
реводам дюреровское „Наставление“ приобрело широкое рас- 
пространение и соответствующее влияние. Оно было даже пе- 
реиздано в самое последнее время (Мюнхен, 1908), правда, 
в модернизированном виде, благодаря чему испарился аромат 
эпохи и пропало многое важное. 

Назовем отрезки, по примеру Дюрера, аб, 6с, ас, тогда 
имеем по построению: 

са:6с =06с:а6; 


таким образом с4 есть, по старому выражению, третья пропор- 
циональная к аф и 0с. 

Труд Дюрера — одча из первых (и, во всяком случае, прекрас- 
нейших) книг, набранных созданным как раз тогда фрактурным 
шрифтом (являющимся? в настоящее время наиболее употреби- 
тельным газетным шрифтом). Любовно написанный разбор книги 
имеется у Л. Ольшки [О1зс6Е1), „СезсЫсШе 4ег пеизргасиИсвеп 
\1ззепзсна свет Г4егаиг“, |. Нееего, 1918, стр. 414—451]. 


ХУ 
Практическое измерение высоты. Применение понятия котангенса 


Из „Уоп Кцпз$'Иснег АБтеззипа аЙег ргбззе |еЪепе офег п 4еге/ т Че 
1сепре |НбНе/ БтеМйе ип ЧеЙе [А1$ ртАБеп| С1егпеп ипа Бтиппеп |Мапп 
торс Аагги Коштеп о4-г п] МИ ет Азмо|]ао ип Оцадга{еп о-ег 
т1е5$]еЦег... Эигсп деп НоспЬегатЫепл Маетайсит Фоаппеш $46 \еги 
уопп ЛТ1зпарепа Беэзспфепи“ 


') Имеется русский перевод. 


(Титульный лист еще длиннее. В книге, снабженпой прекрасными 
гравюрами на дереве, 16 ненумерованных листов 11 {ю10. На последней 
странице следующее указание места и времени печатания: „Сейгиск+ 
2х1 Ргапс\Ни{ ст Мап ‚Ве СыизНал Ерепо]рЬ!' пи Мег{геп Рез. Гагз пасв 
4ег верий Спи$Н ипзегез зе!отасвегз М. О. ХХХУ".) 

Предварительные замечания. Применяемая в ниже- 
следующем отрывке „Азио!а ит“ — это инструмент для изме- 
рения угла высоты. Фиг. 17 дает схематическое изображение 
его. Астролябию придерживают сверху за кольцо, так что ОА 
принимает горизонтальное положение. На линиях АВ, ВС, СВ', 
В'А' нанесены деления по 12 делений на каждой („4 из“ или 
„рипс{и$“), причем число 12 стоит в углах Ви В' (фиг. 18). 


А 0 
| 
2, 

ЕН 

ЕН, 

> [. 

ЗИ, 

$ НХ 
Г 
РИ ЖИ ЖИ 
ИЕР 
[#1 Иптрга геа 6 


Фиг. 18. 


Указатель ДО подвижен и устанавливается на измеряемый 
объект. Он называется „алидадой“ (по-лат. те сИит), имеет 
диоптры (две дырочки для визирования). Линию ДО Штеффлер 
называет „Ш Наиае“, а в переводе „Ни! 4ез уецгамепп$“ (ли- 
ния доверия). Ее наклон ® к горизонту измеряется „итфга уегза“ 
(„уегмап ег зсваНеп“ — обращенная тень) АД, т. е. для нас 
тангенсом угла высоты &, если мы положим ОА равным 1. Если 
же луч визирования встречает не АВ, а ВС (т.е. если угол вы- 
соты больше 45°), то СЁ (где Е — точка пересечения луча с ВС) 
будет котангенсом этого угла; СЁ называется в этом случае 
„итЬга гефа“ („иНгесШег зсра#еп“ — прямая тень). Эти понятия 
прямой и обращенной тени происходят от арабов (1Х в.), 
нижеследующая задача была уже и ими решена аналогичным 
образом 1). Но книга Штеффлера, изданная после его смерти 


1) Ср. работу Г. Зутера (Зщег), „Ейцее реоте$спе АцваБел Ъ5& 
агаБвсНеп Ма ета Кег“. (В1Ъ1. та, 3 Кеше, 8 Ва., 1907/08, стр. 23— 
30, особ. стр. 27— 30.) 

Вместо астролябии (лат. зарНаеа) первоначально пользовались жез- 
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(1531), одна из первых книг, излагавших эти вещи па немец- 
ком языке, 


Лист СЦ, \о. Мне задано измерить вещь, лежащую 
в плоскости, неизвестной высоты, которая пусть будет .П.1., 
и мне задано узнать ее высоту, и я не могу к этой вещи 
подойти из-за рвов с водой или подобных препятствий. Тогда 
я подвешиваю АзНо|а ит, как обычно, и устанавливаю ее 
в первый раз в точке .К., и когда я рассматриваю высо.у 
вещи через дырочки, то я нахожу, что Ци НаиФае касается 
на линейке итЬгае уегзае точки .б., на которое я делю .12., 
и получаю в частном .2., которое я держу в стороне. Затем 
я иду назад по Цпеа тефа (прямой линии} и устанавливаю 
астролябию второй раз в точке .!., и снова смотрю, как 
только что указано, на верхушку вещи и нахожу точку .2. 
иибгае уегзае, на которое я делю .12., и получаю в част- 
ном .б , из которого я вычитаю оставленное в стороне .2., 
и получаю излишек .4., который я сохраняю. Потом я изме- 
ряю зрасиит (расстояние) от перзой остановки .К. до второй 
остановки .1. и нахожу, например, „16. шагов, которые я делю 
на излишек .4., и получаю в частном .4. Поэгому я говорю, 
что эта вертикальная высота .Н.!. равна четырэм шагам, к ко- 
торым я прибавляю свою длину1), которую я приму за .2. 
шага, и, наконец, вывожу, что высота .В.{. равна .б. шагам 2). 


Пояснительные замечания. Разложив богато разу- 
крашенный рисунок оригинала на его простейшие элементы, 
прибавив буквы т, а, 6, а, В и, положив, далее, йт==х, 
ат —=у, мы получаем фиг. 19. 


лом, ибо сафеа была изобретена лишь около 1050 г. выдающимся араб- 
ским астрономом Алцаркали (А1хагКа!1) (по-латыни Агхасве!). Зутер не 
замечает полного совпадения современного вычисления со старым ре- 
шением, потому что он не выводит прямо формулы (как мы это делаем 
в дальнейшем), а применяет сперва теэрему синусов и потом лишь 
производит преобразование. Вместе с Зутером я не сомневаюсь, что 
решение идег собственно еще от грсков. Во всяком сптучае, со времен 
арабов оно никогда уже не утрачивалось. 

У Хр. Клавия (С!ау!из) („Сбеотейа ргас# са“. Рим, 1604, стр. 60—6`) 
я нашел решение залачи © помощью теоремы синусов (наряду с реше- 
нием при помощи котангенсов). Но вряд ли оно встречается впервые 
только здесь. 

1) То-есть высоту тела наблюдателя до уровня глаза. 

3) Точки, между которыми помещены использованные в этой задаче 
буквы и числа, служили в рукописях зпч выделения из текста. 
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На рисунке 1) Ка или соответственно {6 представляют наблю- 
дателя (который в оригинале нарисован; а, 6 изображают глаза 
его). По данным наблюдений 
Ша‘, вВ=?],. Но 
автор пользуется котангенса- 
ми, образовав с а==1?/, =2, 
св В==12/. —=6. Но мы имеем 


у=—= хсва, 
16 - у=л сю В. 


Отсюда, после вычитания, 
получаем: 


16 —х (<= В — ра) 
и 
16 


^ — сив — ва’ 


что в точности соответствует старинному правилу. Тот факт, 
что высота башни только в три раза больше человеческого роста, 
нисколько не смущал автора „практической“ геометрии. 


ХУ 


Вывод теоремы синусов для прямоугольного сферического 
треугольника 


Из М!со]аиз Сорегисиз$, „Ое геуо|иНот из огГит соеезНит“ (Нюрн- 
берг, 15143), 14. |, сар. ХТУ, 3. — Немецкий перевод К. Л. Менцера 
(Ме ›22ет) „№со]аиз Соррегисиз ‘аиз ТНогп. ОБег @е Кте1зремерипреп 
4ег \!еМКбгрег“ (Твогп, 1879). 


Предварительные замечания. В ХИ гл. первой книги 
знаменитого труда, в котором впервые коперникова система мира 
была противопоставлена птолемезвой, содержится краткое изло- 
жение плоской тригонометрии, в следующей же главе — сфериче- 
ской. Коперник при этом опирается, разумеется, на труды своих 
арабских предшественников, поскольку они были ему известны, 
‚но во многом он совершенно самостоятелен. Появившаяся в 1533 г. 
тригонометрия Региомонтана (см. №Х) тоже не оказала на него 


1) Пропорции рисунка оригинала приблизительно те же, что и на 
фиг. 19. Надписи в оригинале составлены все по-латыни. И остальные 
сочинения Штеффлера написаны по-латыни. Немецкий технический спе- 
циальный язык только начинал формироваться в это время. 

7% 99 


влияния, ибо труд Коперника бьл в основном закончен уже в 1530 г. 
Данный Менцером перевод заглавия книги довольно волен, ибо 
речь у Коперника идет о круговых движениях не „небесных тел“ 
(У/е[кКогрег), а „небесных сфер“. Весьма вероятно, что вообще 
слова „ог]ит  соеезйит“ не принадлежат Копернику, свеим 
трудом уничтожившему именно небесные сферы. — Двоякого рода 
написание имени Коперника — одно в латинском оригинале, дру- 
гое в немецком переводе — восходит к самому Копернику. Имя 
семьи было Копперникк (Коррегшск) или нечто подобное, и 
после того как (около 1400 г.) оно превратилось из названия 
деревни в фамильное имя, писалось всегда © рр, т.е. на немец- 
кий манер. Латинизированное имя сам Коперник первоначально 
писал с р, а впоследствии с рр. Написание имени с одним р 
зависело, может быть, от различного произношения его по- 
латыни и по-немецки. В силу тех же соображений Ретикус (КВе- 
Чсиз), издавший „Кеуо]иНопез“ (сам Коперник был болен), снова 
стал писать его имя с одним р. Но после того как в ХХ в. 
были найдены старые документы, коперниково общество в Торне 
(родном городе астронома) ввело снова рр'). 


Стр. 47 (лист 21 Ей. оригинала). В сферических треуголь- 
никах, имеющих прямой угол, хорда двойной стороны, про- 
тиволежащей прямому углу, относится к хорде двойной какой- 
нибудь из обеих сторон, заключаю- 
щих прямой угол, как диаметр шара 
относится к хорде двойного угла, 
образуемого на большом круге шара 
первой стороной и третьей. Действи- 
тельно, пусть абс?) будет сфериче- 
ский треугольник (фиг. 20), угол с 
которого прямой; я утверждаю, что 
хорда двойной (стороны) аБ относится 
к хорде двойной (стороны) Бе, как 
диаметр шара к хорде дуги, образуемой на большом круге 
двойным углом Бас. Приняв а за полюс, опишем дугу большого 
круга 4е и дополним (дуги аб и ас) до квадрантов аЪЧ и асе. 


Фиг. 20. 


1) Ср. в переводе Менцера стр. ХП-ХПУ рассуждения М. Куртце 
(Сие) „Обег 4@е Оппоргарюе 4ез Матепз Соррегп!сиз“, а также 
‚статью Г Бендера (Вепаег), „Нешпа{ ипа УоК${иат 4ег ЕатШе Коррег- 
пк (Соррегшсиз)“. (Оаг54е!. ипа ОцеПеп 2. зсШез15спеп Сессн. Ва. 27. 
Вгез1аи, 1920). 

2) В оригинале повсюду капитель (лвс); строчные буквы принадле- 
жат Менцеру. 
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Из центра шара Ё проведем общее сечение {а кругов аБ4 и 
асе, общее сечение кругов асе и 4е пусть будет {е, а кру- 
гов а и Че — 4. Кроме того, общим сечением кругов ас 
и с пусть будет с. Проведем затем 52 перпендикулярно к #а, 
Ы к [с, ак кЕ и соединим (точки # и1) прямой 21. Так как 
два круга, проходящих через полюсы друг друга, пересека- 
ются под прямым углом, то угол ае4 будет прямой; но угол 
ас прямой по заданию, следовательно, каждая из плоскостей 
её и Б<{ перпендикулярна к плоскости аеЁ. Поэтому, если 
восставить в плоскости а!е перпендикуляр к общей линии пе- 
ресечения {Же, то он, согласно определению взаимно перпенди- 
кулярных плоскостей, образует прямой угол с Ка. Поэтому 
К по четвертой теореме одиннадцатой книги Эвклида пер- 
пендикулярно к аеЁ. По тем же основаниям Ы перпендику- 
лярно к той же самой плоскости, и, следовательно, аК и Ы 
взаимно параллельны по шестой теореме той же книги. Но РЬ 
тоже параллельно 14, ибо 15 и РА представляют прямые 
углы; следовательно, по десятой теореме одиннадцатой книги 
Эвклида угол {АК равен углу РЫ. Но так как угол {ЖА пря- 
мой, то по определению перпендикуляра прямым будет так- 
же Р1Ъ. Стороны же подобных ‘треугольников пропорциональ- 
ны, и, следовательно, 4# (относится) к Бр, как аК к Ы. Но 
Ы есть половина хорды двойной дуги Бес, ибо Ы перпенди- 
кулярна к прямой, проведенной из центра {, и всилу тех же 
оснований БР есть половина хорды двойной стороны Ба, АК — 
половина хорды двойной дуги 4е или двойного угла а, и 
4 — половина диаметра шара. Следовательно, очевидно, что 
хорда двойной стороны аБ относится к хорде двойной сто- 
роны Бс, как диаметр к хорде двойного угла а или двойной 
дуги 4е; доказательство этого окажется полезным. 


Пояснительные замечания. Обозначим радиус шара 
(или одного из его больших кругов) 1; тогда, очевидно, хорда 
какой-нибудь двойной дуги есть по современному обозначению 
двойной синус простой дуги. Обозначим вслед за Коперником 
углы сферического треугольника через а, 6, с, а противолежа- 
щие им стороны через А, В, С; с в этом случае прямой угол, 
С — гипотенуза, и Коперник доказывает теорему: 

$ С:5ш А =1: ша, 
или 
5ш А = шт С.$па, 


а по современному обозначению $ша = $шс.$та. Это одна из 
тех шести теорем, которые в настоящее время мы выводим для 
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прямоугольных треугольников из так называемых аналогий Не- 
пера. Теорема эта имеется по существу уже у Птолемея (около 
150 г. н. э.), хотя, как и ряд других теорем, она не формулиро- 
вана явным образом. Арабы существенным образом дополнили 
тригонометрию Птолемея, и около 1000г. у них встречается уже 
общая теорема синусов как для плоских, так и для сферических 
треугольников. Но полученный Коперником результат можно счи- 
тать достаточно самостоятельным. В частности, у него встречается 
впервые на Западе (после Региомонтана, книга которого, однако, 
как упомянуто, осталась ему неизвестной) стереометрическое до- 
казательство. Аналогичный вывод он делает еще раз в № ХШ той 
же главы, где он показывает, как, зная три стороны косоугольного 
сферического треугольника, можно опрелелить углы его. 


ХУП 


Тригонометрическое вычисление углов многоугольника 


Из [о. Вари${ае Вепе@ си Рам Уепен РиЙозор. П1уегзагит Зре- 
сцаНопит Ма йетайсагит, е{ Риузсагит ГАЪег... Таитии... МОТХХХУ. 


Стр. 369. 


РАВНОУГОЛЕН ЛИ ПОСТРОЕННЫЙ АльЬБРЕХТОМ 
ДюрЕРОМ ПЯТИУГОЛЬНИК? 


- Конраду Нейбарту (МеиБаг) 


Если ты не думаешь, что построенный Альбрехтом Дюре- 
ром на данном отрезке пятиугольник равноуголен, то вообразим 
себе прилагаемый здесь рисунок (фиг. 21) подобным тому, 
который дает Дюрер. Проведем на нем, прежде всего, линио 
.0.а., мы получим угол .а.о.Ъ., содержащий .60. таких градусов, 
которых два прямых содержат .360., или .30. таких, которых 
два прямых содержат .180.; ибо по условию дуга .а.Ъ. есть 
шестая часть всей окружности, а угол -.Б.о.4. прямой, ибо и 
угол .Б.о.а. прямой. Поэтому угол .4.0.а., как дополнительный 
к прямому, содержит .60. таких градусов, каких прямой угол 
содержит .90., а угол .о.а.с. содержит .15. таких градусов. 

Опустим теперь перпендикуляр .а.е. на .о.4.; как синус 
угла .а.о.е. он содержит .86 602. таких частей, каких ‚а.о. 
содержит .100000. Но эта (хорда) .о.а., как хорда дуги 
.а.о., равна .51 762. таких (частей), каких радиус (полу- 
диаметр) .а.4. или .а.с. содержит .100000. 

Дейстзительно, синус половинной дуги .а.о. (так как .а.о. 
содержит .30. градусов) содержит .25 881, частей, следова- 
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тельно, .а.е. будет содержать .44827. таких частей, каких 
.а.4. содержит .100 000. Следовательно, угол .а.4.0. синусом 
которого является .а.е., равняется .26. град. .38. мин. Но этот 
угол вместе с углом .а.о.4. составляет .86. град. .38.мин Если, 
наконец, отнять эту сумму от двух прямых (или) .180. град., 
то в остатке получится .93. 
град. .22. мин., т. е. угол 
.0.а.4. Если прибавить к 
этому угол .о.а.с. в .15. 
градусов, то мы получим 
угол .с.а.4., равный .108. 
градусов .22. мин. и прево- 
сходящий истинный угол 
(правильного) пятиугольника 
на .22. мин. Или же, иначе, 
найдя угол .а.4.0. равным 
.26. град. .38. мин. и вычтя 
его из прямого, мы получаем 
угол .4.а.е., равный .63. град. 
.22. мин. Если к этому при- 
бавить угол .е.а.о., дополни- 
тельный к прямому углу, из 
которого вычитают угол р 

‚а.о.е. равный .60. град.., Фиг. 91. 

(угол) .е.а.о., равный, та- 

ким образом, .30. град., и если (370) прибавить еще угол 
.о.а.с. в .15. град., то в сумме эти три угла дадут назван- 
ный угол .4.а.с., равный .180. град. .22. мин. 


Провгрха угла ги. 


Проведем .4.п.; мы видим, что „4.п. есть синус угла 
.Ч.0.п., равного .45. градусам; действительно, вертикальный с 
ним угол (апэ. е! сопгароз из) .4.о.р. равняется половине пря- 
мого. Таким образом .4.п. будет содержать .70 710. таких ча- 
стей, каких .4.0. содержит .100 000. Но .4.о содержит .115 270. 
таких частей, каких ‚а.4. содержит .100000., ибо .е.4., как 
синус угла .е.а.4., равного .63. град. .22. мин., содержит 
.89 389. частей, а .о.е., как синус угла .е.а.о., равного .30 град., 
содержит .50 000. таких частей, каких .а.о. содержит .100 000. 
Но так как .а.о. содержит .51 762. части, если положить .а.4. 
равным .100 000. (частей), то .о.е. будет равно .25 881. части. 
Если сложить это с .с.4., то для .4.0. получится .115 270. 
частей, как мы и сказали. Но так как .4.п. содержит .70 710. 
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таких частей, каких 4.0. содержит .100000., то то же самов 
.4.п. будет содержать .81 507. таких частей, каких .4.0. со- 
держит .1165 270. или каких .4.а. либо .4.и. содержат .100 000. 
Но это .4.п. есть синус угла .4.и.п., который, таким образом, 
равен .54. град. .36. мин. Удвоенный угол этот дасг .109. град. 
.12. мин. между тем как должно было быть .108. град. (и) 
.0. мин. 
Проверка угла .4. 


Возьми угол .а.4.0., равный, как выше указано, .26. град. 
.38. мин., прибавь к нему угол .о.4.п. в .45. град. .О. мин.., 
а также угол .и 4.п., дополнительный к прямому углу, рэв- 
ный .39. град. .24. мин., и ты получишь весь угол .а.4.ц. ве- 
личиной в .107. град. .2. мин. и ты имеешь искомый (угол), ко- 
торый, между тем, должен был бы равняться .108. град. .0. мин. 

Найдя сумму всех углов, увидим, что все было правильно 
вычислено. Действительно, если сложить вместе все пять углов 
.а.с.4.Г.и., т.е. .108. град. .22. мин. с .107. град .2. мин. 
(беря каждый из этих углов дважды) и с .109. град. 12. мин.1), 
то получится .540. град, .0. мин., — сумма, равная шести пря- 
мым углам. 


Пояснительные замечания. „Книга о различных ма- 
тематических и физических спекуляциях“ венецианского патри- 
ция и философа Джанбатиста Бенедетти (ВепедеН!) вышла 
в 1580 г., но в 1585 г. она была снабжена, несомненно, из 
издательских соображений, новым титульным листом, так что 
в настоящее время еще часто приходится встречаться со ссыл- 
ками на 1585 г. как на год издания. Очезидно издание с ти- 
тульным листом 1985 г. встречается гораздо чаще. — Пятиуголь- 
ник из „Сеошеша дещзсН“ (см. выше, № ХГ) был впоследствии 
всегда известен под именем дюреровского пятиугольника. По- 
следняя глава „Спекуляций“ содержит научные сообщения в фор- 
ме переписки. О Нейбарте в настоящее время ничего неизве- 
стно. — Бенедетти первый вычислил углы этого пятиугольника. 
После него Хр. Клавий (С!а\шз) пришел в своей „Сеоше#а 
ргасНса“ (Кошае, 1604, стр. 404—407) путем несколько иных 
выкладок к тому же самому результату 2). 


) В оригинале описка: .12. град., не исправленная в обширном 
списке опечаток. 

?) Клавий применяет теорему о синусах к треугольнику га@ и опускает 
перпендикуляр из а на ла. Между прочим он выражает результаты своих 
выкладок семизначными числами, что в настоящее время, когда доволь- 
ствуются небольшой точностью, произвело бы очень дурное впечатление 
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Из вычислений Бенедетти прежде всего видно, что Древне- 
вавилонским понятием „градуса“ он пользуется еще не вполне 
твердо. Но в этом отношении он следует общепринятому упот- 
реблению. Далее, мы видим, что он не владел еще свободно 
теоремой о синусах в случае косоугольного треугольника, най- 
денной арабами около 10-0 г. и ставшей известной на Западе 
благодаря „Григонометрии“ Региомонтана (составлена в 1464 г., 
издана в 1533 г.) (см. выше, № Х), так что он предпочитал разла- 
гать такие треугольники на прямоугольные треугольники. В даль- 
нейшем ходе вычисления можно заметить, насколько удобнее 
наше современное понимание синуса как отношения (окончательно 
утеердившееся только в ХХ в.), чем старое определение его как 
отрезка. Гипотенузу положил равной 100 000 впервые Региомон- 
тан. С помощью таблицы синусов (логарифмы были открыты 
лишь в начале ХУ в.) можно легко проделать выкладки Бенедетти. 

В своем пеоеводе, я, разумеется, не придерживался с пол- 
ной строгостью расстановки знаков препинания оригинала, но 
в остальных отношениях старался точно следовать ему. Печат- 
нику, набиравшему книгу Бенедетти, очевидно, уже не было 
известно назначение точек, между которыми помещались числа 
и буквы (см. выше, стр. 98, примечание), ибо он часто поме- 
щал переднюю точку числа (или буквы) непосредственчо за 
предыдущим словом. Я, разумеется, не следовал за ним в этом 
отношении. 

ХУШ 


Первая формулировка теоремы о Тангенсах 


Из Твотае РоКИ, „Репзригре 1315 Чеотем:ае Копа, 6 ХПИ", 
ВазПеае, 1553 1). 


Предварительные замечания. „Геометрия круглого“ 
Финка (Е4Чпск) содержит изложение учения о круге и шаре, вклю- 
чая сюда также плоскую и сферическую тригонометрию. Если 
в каком-нибудь треугольнике даны две стороны и угол между 
ними, то в нем известны сумма двух других углов и (по 
теорзме синусов) отношение их синусов. Задачу нахождения 
двух углов по их сумме и отношению их синусов решил уже 
Птолемей. Его комментатор, Теон Александрийский (около 370 г. 
н. 9.), развил это решение; Региомонтан в своей „Тригономет- 
рии“ (составленной около 1464 г., изд. 1533 г.) (см. выше, № Х) 
тоже подвинул дальше эту задачу. Их обоих цитирует Финк, 


1) Год издания указан лишь в конце тома (а также в лвух вводных 
письмах). Автор подписывается (в первом предисловии) Твогмаз Е1пск. 
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дающий, однако, новое решение ее. Особенностью его реше- 
ния является то, что он применил эту задачу к случаю ко- 
соугольного треугольника, для которого Региомонтан дал не- 
удобное решение путем опускания высоты. — Встречающиеся 
В нижеследующем многоточия стоят на месте приводимых Фин- 
ком цитат. 


Стр. 281. И требуется, когда даны сумма или разность 
двух дуг или углов, а также отношение синусов, определить 
каждый отдельный (угол). 

Этой задачей занимаются Теон и Региомонтан Их спо- 
соб решения ты можешь там прочесть. Мы же воспользуемся 
следующим методом. 

Как половина суммы члёнов отношения синусов относится 
к разности половины и одного члена, так (относится) тан- 
генс половины данной суммы дуг к тан- 
генсу такой дуги, на которую меньшая 
из искомных дуг меньше половины сум- 
мы или большая больше 1). 

Пусть на нижеследующем рисунке 
(фиг. 22) данная сумма дуг 1е, ева бу- 

Ч дет 40 град. и пусть будет данное 

Фиг. 22. отношение синусов этих дуг, т. е., 
отношение ао к 10... как 7 к 4. Тре- 

буется отыскать отдельные дуги ае, е!. Проведем радиус иа 
к концу хорды и (радиус) цу, делящий пополам хорду и сумму 
дуг. Тогда угол гиа равен 20 град., и его тангенс есть аг. Ве- 
личину тангенса мы находим из канона (таблицы), равной 


1 
3,639,702, а по предположению равной 5 —. Ибо 1а есть 11, 


2 
следовательно, га равно 55. Но как 3,639,702 относится 
к 10,000,000, так 51 к 15 с излишком. Действительно, 


2 
остастся ?) 808,940. Но го есть тангенс угла оиг; и в той 
мере, в какой иг есть радиус, оно несколько больше 15. 


1) В списке опечаток указана грубая опечатка. 
2) В оригинале говорится „петре гемапеп*. Но следующее за этим 


чнсло мне непонятно. Должно получиться в точности 15,111,130. Возмож- 
но, что Финк имеет в виду остаток до следующего миллиона. Но тогда 
должно было быть 883,870, и мы имели бы перед собо4 просто ошибку 
в вычислении. 
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ыы’ 


Этим, говорю я, Дзется и разность 1 57 между аг 55 & а0 7, 


ов Го.: р 
или разность ‘:ежду И 55 & 10 4. Ибо... как иг в данной 


мере относится к радиусу, так (относится) ог в данной мере 
к тангенсу угла и, т. е. дуги еу. Отсюда следует данная нами 


| 
выше формулировка. Ибо как аг в данной мере 55 относит- 


ся к 3,639,702, именно (282) к тангенсу угла гиа, так (отно- 
сится) 15 --,т. е. иг в данной мере к 10, 000, 000. 
И как 15-|- относится к 10, 000, 000, так (относится) ог 


в данной мере 1 к 992,646, тангенсу угла оиг. Из равен- 


ства отношений (следует), что как половина суммы членов 
отношения синусов относится к разности половины и одного 
члена, так (относится) тангенс половины данной суммы к тан- 
генсу дуги простафайрезиса (Ргозарпайез1з) ?). 


Именно 
аг аг [6 ог 
5 3,639,702 1 5 992, 646 


Следовательно, тангенс дуги еу.или подобной дуги равен 
992,646. В каноне тангенсов этому значению соответствует 
град. 5,40' простафайрезиса. Если это отнять от половины 1у, 
то остается 14,20’, если это прибавить к половине ау, то 
получится 25,40’, и, таким образом, большая из искомых дуг 
есть 25,40’, меньшая — 14,20". 


За этим следует соответствующая задача насчет разности, 


потом другие теоремы о треугольниках, между прочим, теорема 
синусов в совершенно современной формулировке: „стороны про- 
порциональны синусам противолежащих углов“ 2), затем резюме 
разобранных случаев с указанием, что теперь нехватает еще случая 
задачи, когда требуется по углу и прилежащим к нему боковым 
ребрам найти оба угла при основании. По сравнению с Регио- 
монтаном он, читаем мы, вывел из прежнего (т. е. вышеприве- 
денного) учения краткое, легкое и ногое правило, 


{) Так Финк называет, очевид то, дугу еу, ибо она получается гз 


„Прибавленгя“ и ‚отнимания“, как указывёет греческое слово. 


2) Стр. 287: Еайега $из орроз4огит априй1огиш зип ргорог#юовпаНа. 
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(Стр. 992. И как половина суммы боковых ребер относит- 
ся к разности половины суммы и одного ребра, так тангенс 
половины внешнего угла боковых ребер (относится) к тан- 
генсу угла, на который меньший из внутренних углов меньше 
половины сказанного дополнения (до двух прямых), или боль- 
ший больше. 


За этим слелуют два числовых примера, вычисление которых 
производится в точности так, как в случае вышеуказанной задачи. 

Пояснительные замечания. Хотя Финк еще не умеет 
оперировать общим образом буквами, но мы можем без труда 
придать его рассуждению общий характер. Допустим, например, 
что @=8, еа=а, а-+- В =40° =0, зта:$т В =7:4 =т:м. 
В таком случае теорема гласит: 


т-ф-п [тп —_.. 6. б 
пи" и) чз (5 ), 


в 
где вместо последнего члена можно взять и фо (-5) 


2 
с _а- В 


Угол гиа на рисунке равен тогда 5 5 ^› Угол 
б о а—В 
гоа — 5 —В=а— 5 = о 


Чтобы убэдиться, что синусы углов а и В относятся между 
собой, как ао к 01), достаточно опустить на ие перпендикуляры 
из аи р, представляющие эти синусы. Остальное представляет 
с, бой выкладки по Керша аигеа, как выражается Финк, т. е. 
по тройному правилу (см. ч. Т, № ИП). Достойно при этом вни- 
мания, что значения даны в десятичных знаках, как это ввел 
Региомонтан. Но это еще не десятичные дроби, так как еще 
отсутствует отделение дробной части числа от целой. Это сделал 
лишь Виета в своем каноне от 1579 г. (см. след. номер). 

Что касается теоремы тангенсов, то, если мы обозначим оба 
боковых ребра через аиф и угол между ними черзз 1, она 
гласит следующее: 


а-4-ь Га-+ь +, 180°—1.. ( 180° —у 
ет (9 


1) Финк, собствен :о, должен был бы ввести при а0 и 0: коэфици- 
енты пропорциозальности. Но так как они сократились бы между со- 
бой, то опущение их не меняет дела. 
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этому результату нетрудно прндать нашу современную форму- 
лировку, что было сделано впервые Виетой, хотя только в 
словесной форме (см. нижз). 


хх 


Четыре случая тригонометрического решения плоского 
косоугольного треугольника 


Из Егапс15с1 Меае, „Уайогит 4е теби$ та ета:1с1з гезропзогит“, 
ГАБег УП... Тигот$,... 1598. 

Предварительные замечания. Уже в 1579г. Виета 
выпустил в Париже обширные тригонометрические таблицы (Сапоп 
ша#фетаНсиз$..., ГлйеНае, 1579), во второй части которых изла- 
галась основательно развитая система тригономерии. Но наибо- 
лее законченную форму эти теоремы получили только в вышед- 
шей в 1593 г. в Туре восьмой книге (остальных книг нет) о 
различных математических вопросах. Соответствующий отдел 
озаглавлен так: „Прбуе!роу т), зеи а@ изит МафетаНс! Сапоп$ 
Мето4га“, т.е. „Методическое руководство к пользованию ма- 
тематическим каноном“. Сперва здесь рассматриваются различные 
случаи плоских прямоугольных треугольников. Теоремы изложены 
еще по-старинному, в виде пропорций, как, например: „Как 
основание (относится) к Регреп сит (т. е. как горизонтальный 
катет относится к вертикальному катету) (см. выше, № ХШ), так 
оши$ 104$ (т. е. величина гипотенузы, у Виеты 100000) (ср. 
так же выше, № ХУП) относится к тангенсу острого угла“. При- 
водимые Виетой теоремы отчасти новы, отчасти же, когда они 
не новы, формулированы совершенно по-новому, как в нижесле- 
дующем теорема косинусов и теорема тангенсов. Доказательств 
теорем Виета не дает. 

ПИ 
Лист 31, В@.: 


Если в КАКОМ-НИБУДЬ ПЛОСКОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ 
ДАНЫ УГЛЫ?) ТО В СТОЛБЬЦАХ КАНОНА МОЖНО 
НАЙТИ И СТОРОНЫ ЕГО, 

Действительно, стороны пронорциональны синусам (уг.тов), 
которыми они стягиваются 3). 


1) Ргоспейоп, дословно, примерно, „указатель“. Виета, прекрасно 
знавший древние языки, охотно употреблял сочиненные им самим гре- 
ческие и латинские технические термины. 

2) Виета, разумеется, только забыл здесь сказать, что дана также 
одна сторона. 

3) Эта формулировкя „Га{ега зипё зитШа зи\Ъиз, аШЬиз$ еа зиб‘еп- 
Чили“ звучит заметно более старинным образом, ч-м формулировка 
Финка (см. № ХУ). 
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Иначе. Стороны треугольника пропорциональны суммам 
тангенсов (Ргози!из) углов, дополнительных к половинам 
углов, которые прилежат к ним 

Иначе. Основание треугольника пропорционально сумме 
тангенсов половинок прилежащих к нему углов, а каждо? бо- 
ковое ребро подобно разности между тангенсом угла, допол- 
нительного к половине угла при вершине, и тангенсом поло- 
вины прилежащего к нему у основания угла. 

Иначе. Боковые ребра пропорциональны секансам (Тгапз- 
31110313) углов, дополнительных к углам у основания, к которым 
они прилежат. Основание же пропорционально разности или 
сумме тангенсов углов, дополнительных к этим углам: сумме 
в том случае, если оба угла при основании предполагаются 
острыми, разности, — если один из них тупой, 


У 


Если в КАКОМ-НИБУДЬ ПЛОСКОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ 
ДАНЫ СТОРОНЫ, ТО МОЖНО НАЙТИ и углы (32, \0.). 
Действительно, как двойной прямоугольник из боковых 
ребер относится к разности между суммой квадратов ребер и 
квадратом основания, так $1аиз {0{из относится к синусу угла, 


дополнительного к углу при вершине. 
При этом, если квадрат основания меньше суммы квад- 


ратов боковых ребер, то угол при вершине острый, если же 
больше, то тупой. Если же он равен ей, то угол при. взр- 
шине прямой. 


За этим следуют две, не имеющих для нас интереса, проме- 
жуточных теоремы. 


\У1 


Если в КАКОМ-НИБУДЬ ПЛОСКОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ 
ДАНЫ БОКОВЫЕ РЕБРА И УГОЛ ПРИ ВЕРШИНЕ, ТО 
МОЖНО НАЙТИ УГЛЫ ПРИ ОСНОВАНИИ, 


Действительно, как сумма боковых ребер (относится) к их 
разности, так (относится) тангенс полусуммы углов при осно- 

| вании к тангенсу их полуразности. 
| Иначе... Действительно, первое боковое ребро относится 
ко второму ребру, как секанс угла, дополнительного к углу 
при вершине, относится к некоторому другому огрезку; сумма 
или разность этого отрезка и тангенса угла, дополнительного 
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к углу при вершине, равна’ тангенсу угла, дополнительного к 
углу, стягиваемому первым ребром. Случай суммы (имеет место), 
когда угол при вершине принимается тупым, случай раз- 
ности, — если он острый. В том случае, когда тангенс угла, 
дополнительного к углу при верщине, меньше указанного от- 
резка, угол, стягиваемый первым боковым ребром, острый; 
если же он больще его, — тупой, а если равен ему, то — 
прямой. 


УП 
(32, Ки.) 

Если в КАКОМ-НИБУДЬ ПЛОСКОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ 
ДАНЫ БОКОВЫЕ РЕБРА И УГОЛ ИРИ ОСНОВАНИИ, ТО 
МОЖНО НАЙТИ ТАКЖЕ ДРУГОЙ УГОЛ ПРИ ОСНОВАНИИ. 

Действительно, если считать боковое ребро, стягиваемое 
данным углом, первым, то как первое ребро относится ко 
второму, так относится синус данного угла к синусу другого 
искомого угла у основания. 

Или, как второе боковое ребро относится к первому, так 
секанс угла, дополнительного к данному углу, относится к 
секансу угла, дополнительного к искомому углу. 

Но если данный угол острый и первое, стягиваемое им, 
ребро меньше второго ребра, то значение искомого угла 
двоякое — именно, если отношение второго ребра к первому 
меныше отношения $1пиз 1041$ к синусу данного угла. Поэтому 
в данном случае можно взять либо острый угол, который 
находят в каноне, либо же угол, дополнительный к нему 
до двух прямых. Из условий задачи нельзя вывести, какой 
из этих углов следует взять. 


Дальнейшие номера относятся к сферическому треугольнику. 

Пояснительные замечания. Что касается терминов, 
то введенные Виетой для тангенса и секанса названия „Ргозшиз“ и 
„Тгапззшиоза“ не имели успеха, между тем названия „Тапеепз“ 
и „эесапз“, употребленные незэдолго до того впервые Т. Финком 
(см. № ХУШ), утвердились. Названия кофункций стали посте- 
пенно употреблять лишь после Виеты. Слог Со возник из родн- 
тельного падежа „сотр!етеп и“. Изложение четырех случаев 
образцово и безупречно. Правда, теорема синусов была известна 
уже с древних времен (см. № ХУ[Г); что касается теоремы коси- 
нусов, тождественной по существу со старым обобщением пифа- 
горовой теоремы, то даты возникновения ее нельзя в точности 
указать; но никогда до того она еще не была сформулирована 
так изящно. То же самое относится к теореме м*ангенсов, выс- 
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казанной Т. Финком за 10 лет до того в гораздо более прост- 
ранном виде. Но наряду с этим Виета дает еще ряд других 
теорем, которые мы рассмотрим несколько ближе. При этом 
современному читателю не может не броситься в глаза то об- 
стоятельство, что вообще основание треугольника выделяется 
еще по сравнению с боковыми ребрами, благодаря чему, как мы 
сейчас увидим, получаются несимметрические теоремы. Но 
до ХПХ в. еще не сознавали ясно и не применяли систематически 
понятия циклической перестановки. 

Наряду с теоремой синусов совершенно симметрический ха- 
рактер носит еще вторая теорема (см. ПШ, стр. 109). 

На языке наших формул она гласит: 


‚(с В т) в. (ют а) „(а В 
а: (св 5 сю Г) —=: (мет -раво = с: (85 ав | 


Если умножить каждую скобку на 
С коэфициент пропорциональности р, то каж- 
дый предыдущий член окажется равным 
каждому последующему, как это легко 
видно из фиг. 23 (Виета не дает никаких 
5-8 рисунков). 
Второй вариант теоремы синусов носит 
5-@ 5-52 уже несимметрический характер. На язы- 
Фиг. 23. ке формул он галасит: 


(85-е 5) =: (в в) = (1-8) . 


Нет сомнений, что и эту теорему Виета доказал геометри- 


ческим способом. 
Для доказательства правильности ее мы положим: 


а В 


—_ В} ($ — 
= ит. д., а) 6 О) 6—6) . 


5 


Тогда путем несложных выкладок можно найти, что 


& 6-9 1 В _@5— с) 
ооо о оо ит. д. 
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Достаточне умножить все последующие члены на 
$ ($—@а) $— 65) 
фе — 02 


чтобы получить первую симметрическую форму. 
Третий, данный Виетой, вариант теоремы синусов гласит: 
а = созес В = созес а = с: (св а-г св). 
Это нетрудно доказать, написав: 
1 1 $11 7 


зш В °зта ‘зп азт В ° 


а. 


Так как Виета еще не может рассматривать функций тупых 
углов, то в случае тупого угла, например угла В, он вынужден 
брать котангенс смежного с ним острого 
угла и, разумеется, вычитать его. Поэтому 
у него имеется в конце рассматриваемого 
номера лишнее для нас различение. 

ВУ дается теорема косинусов, прини- 
мающая, согласно современному обозначе- 
НИЮ, ВИД: 


246: (а2-- 62 — с?) =1:с0$1. Фиг. 24. 


Дополнение содержит в себе, если пользо- 
ваться нашим способом выражения, только условие того, по- 
ложителен ли, отрицателен ли или равен нулю со$ \. 

Первая часть У[— это, попросту, наша теорема тангенсов 
(см. № ХУШ). Вторая часть может быть выражена следующими 
равенствами (фиг. 24): 


а:6 — созесу:х и х — Св] = ва. 


Отсюда получается: 


—= ара ас 
$10 ва-расв1, 
и, наконец, 
азт 
а АТ, 
Ь — а с05 
в чем легко убедиться по черте, ,‚ ибо числитель этой дроби 


равен ВО, а знаменатель равен АД. В новейшее время эта 
формула получила в немецкой литературе название зерапегег 
Тапретепза, она очень удобна для выкладок без лога- 
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рифмов. Дополнение Виеты относится к случаю, когда \ или 
а — тупые углы. 

В УП снова просто применяется теорема синусов в форме 
обратных косекансов. Но интергс представляег потный, без 
пропусков, анализ случая а, 6, а для а< 90° иа<Ь. 
В этом случае существуют оба указанных решения, предполагая 
только, как замечает Виета, что не имеет места ни б:а =1:зта, 
ибо в этом случае угол В был бы прямым, ни б:а > 1:$та 
(а < Ьз1 а), ибо тогда а было бы слишком коротко и треуголь- 
ник был бы невозможен. 


ХХ 


Теорема сложения синусов в более новой форме и с более 
новым выводом 


Из трактата „ТИоопотен1са“ Е. С. Маеп, „Соттещай Аса4ет1ае 
ЗсепЧагит [трепа!$ Ретгор<{апае“, Тошиз П, АЯ Аппит СО СС 
ХХУП. Ренорой СО Т2СС ХХ. 


Стр. 13 (оригинал написан по-латыни). 

4. Если синус большего острого угла равен 5, а косинус 
равен С, и синус меньшего угла равен $, а косинус равен с, 
то я утверждаю, что синус угла, соста- 
вленного из суммы обоих углов, равен 
5е + С$ 56е—5С 
——_, а синус разности их: МР о 
если положить радиус равным г. 

Пусть больший угол (ср. фиг. 25) = 
— ССЁ, его синус = ОР==5, а коси- 
нус = СО = С. Пусть, далее, меньший угол 
— АСЦ, его синус = АЁ==$, акосинус == 
— ЕС ==с, тогда составленный из суммы 
обоих углов угол = АСРиего синус = РН. 

Фиг. 25. Продолжим РО до В, так что получатся 
подобные треугольники АЕС, ВОС; СНК 
и ВЕН. Из подобия их имеем: 


ЕС:АЕ = ОС:ВО, 


ИЛИ 


Следовательно: 


ВЕ=ВО- БЕ -= 56. 
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Далее мы имеем: 
АС: ЕС== ВЕ: ЕН, 


не 5618С -5е + 5С 
® ОР 


Отсюда следует, что синуз составного (угла): 


$ -- $С 
г Ф 


ЕН == 


Это — во-первых» 

Если же на том же самом чертеже больший угол == АСР, 
синус его ЕН =$ и косинус =СН ==С, а меньший угол = 
= АС@, его синус = АЕ ==$, а косинус == ЕС==с, то синус 
остаточного угла = ОР. Но 


ЕС: АЕ =СН:НК, 
или 


с15—С:56. 
7 


Следовательно : 


ЕК — ЕН — НК — ее 


Зат-м имеем: 
АС:ЕС = ЕК: ОЕ, 
или 
__ $6 — ($, 56 —5$С 
=——:—_. 
$6 — $С 
Поэтому синус остаточного угла == —_. Это—во-вторых. 


Пояснительные замечания. Прежде всего заметим, что 
при обозначении годов в „ТГрудах Петербургской академии наук“ 
еще пользовались старыми римскими знаками для 1000 и 500. 
Происхождение знака для 1000 неясно, знак для 500 представ- 
ляет половину первого. Только в позднеримскую эпоху возник- 
ли М (как сокращение от шШе) и О (буквенное изображение 
правой половины 1) знака СПО). 

Приведенная нами работа петербургскогоакадемика Ф. К. Майера 
Маег) и другие труды его знаменуют прогресс в символике. 

равда, для производства выкладок его способ чало’ практичен, 


` - 315 


ибо в нем нехватает обозначения угла. В настоящее время уже 
не пользуются таким способом вывода, но он все же еще при- 
годен. Если ввести обозначения углов и положить г=1, то он 
становится несколько удобнее. Заметим, кроме того, что Майер 
не понимал еще ясно различия знаков в разтых квадрантах. 
Решительное улучшение в этот вопрос ввел Эйлер (см. следую- 
щий номер). 


ХХ! 


Теорема Муавра 
Из „Гамодисно ш Апа1узт Чабпиогит“. Дисюге Геоппаг4о Ещего. 
Тотиз$ Рити$. Гаизаппае., МОССХГУШ. 


Стр. 97. 


132. Так как (511.2)? -Р (с05.г)? = 1, то, разложив на множи- 
тели, полу :им: (с05.2г -- У —1.5/1.2) (со.2—У — 1.51.2) =1. 
Хотя эти множители мнимые, но они оказываются очень 
полезными при сложении и умножении дуг. Действительно, 
пусть требуется найти пролзведение таких множителей: 


(со5.2-- У — 1.51.2) (со5.у РУ —1.5т.у); получаем: 


с05.у.с05.2 — 5т.у+5т.2- (соз.у+ т.г -- $т.у-с05.2) / —1. 


Но, так как с05$.у-с05.2 —5т.у.Ят.г ==005.(у- 2) & 
с05.у+5т.2 + $т.у.с05.2==5т.(у + 2), то это пролзведение: 


(с05.У РУ —1.5т.у) (соз.2 РУ —1.5т.2) = с05.(у-+- 2) 
У —1.-51.(у-+ 2), & подобным же образом: 


(с05.у—УИ—1.5т.у) (с05.2—У— 1.51.2) =60$.(у-2г) — 
—У—1.-5т.(--2) и 


(с05.х У —1-5щ.^) (с05.у РУ —1.5т.у) (со5.2 

(НУ — 1.51.2) =с05.(х Ну 2) иИ—1.-5т.(х у 2) 
133. Отсюда следует, что 

(с05.2 + У — 1.51.2)? ==505.22-- У —1.5т.2;: & 

(с05.г—У —1-51.2)3 == с05.3 + у — 1.51.32. 

е Поэтому, вообще 


(с05.2-РУ-— 1.51.2)" ==005.пг - У —1.5т.пг. 
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Пояснительные замечания. А. де-Муавр (Моме), 
французский эмигрант, про кигавший в Лондоне, никогда не из- 
лагал этой теоремы в столь отчетливом виде, как Эйлер в ци- 
тированном отрывке, хотя в замаскированной форме она встрг- 
чается у него, начиная в 1707г. Мы коспроизвели по возможности 
точно форму набора текста у Эйлера. Прежде всего бросается 
в глаза, что знаки функций все набраны курсивом, что теперь 
болыне не делается 1). Далее, за этими знаками всегда стоит 
точка как знак сокращения. Материал также расположен иначе, 
чем в наше время, когда отдельные равенства выписываются в 
особых строчках, благодаря чему значительно облегчается обо- 
зримость материала. Но, с другой стороны, все это представляет 
лищь второстепенные отличия по сравнению с современным спо- 
собом начертания, обнаружи` ая вместе с тем огромный прогресс 
по сравнению с эпохой около 1600 г. (см. № ХУП), когда еще 
не были знакомы с символикой формул. 

Умозаключение от частных случаев к общей теореме произ- 
водится в настоящее время более строгим образом (полная 


индукция). Обозначение { для У — 1 впоследствии ввел сам 
Эйлер; но общераспространенным оно стало лишь в ХХ в., 
в особенности благодаря последовательному употреблению его 
Гауссом. Соответственно этому мы пишем теперь теорему Муав- 
ра так: 

(с0$2-Н 111 2)" = с0$ из -- 191 иг, 


где и может быть и дробным, а не только целочисленным, как 
в дедукции Эйлера. Само собой разумеется, что при { можно 
взять и знак минус. 

Первая часть эйлерова „Введения в анализ бесконечных“ 
была издана на немецком языке еще в новейшее время, именно, 
в 1885 г. Г. Мазером (Мазег) в издательстве Ю. Шпрингера 
в Берлине [впрочем, уже в 1788 г. все это сочинение целиком 
вышло в немецком переводе И. А. Х. Михельсена (М1све!$еп)]. 


1) Набор формул и отдельных букв курсивом начался с появления 
труда Томаса Гарриота (Нагго{) „Аг $ апа]у#{сае ргах!$“, Лондон, 1631; 
с тех пор оц стал все более и более распространяться. 


ит 


ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ. 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ И СИНТЕТИЧЕСКАЯ 
ГЕОМЕТРИЯ 


Когда к началу ХУП в. буквенное. исчисление оказалось раз- 
работанным настолько, что можно было мало-помалу начать 
пользоваться символикой формул, то исчисление это было при- 
ложено и к геометрии. Благодаря приложению его к элементар- 
ным задачам возникла алгебраическая геометрия, являющаяся 
еще и в настоящее время излюбленным предметом в школьном 
преподавании. В результате же применения алгебраического исчис- 
ления к созданному Архимедом и, в особенности, Аполлонием 
учению о конических сечениях возникла аналитическая геометрия. 

Поэтому в Ш части хрестоматии я исхожу из античного 
учения о конических сечениях и лишь затем перехожу к анали- 
тическим формулировкам Ферма и Декарта. Но тот, кому пер- 
вые параграфы покажутся слишком трудными или просто утомн- 
телвными, может спокойно начать с № ТУ. Тяжеловесности 
изложения, естественно усилившейся от строго дословного пере- 
вода, нельзя было избежать, если желательно было дать читателю 
возможность заглянуть по-настоящему в метод работы древних 
теометров. Ознакомившись с ним, он сможет только радоваться, 
что в наше время все это преподносится в гораздо более легком 
и удобном виде. 

Синтетическая геометрия тесно связана с аналитической, ибо 
обе они оперируют в значительной мере над одним и тем же 
материалом. Ничего нет удивительного, поэтому, что чисто геомет- 
рическое, свободное от рассмотрения конуса, исследование конн- 
ческих сечений возникло тоже в ХУ в. благодаря работам Деззргз; 
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но оно не укрепилось и совершенно заглохло, чтобы возродиться 
лишь к началу ХХ в. Подымался вопрос, не откроются ли и 
корни проективной геометрии в древности. Зародыш ее некоторые 
исследователи готовы были видеть в утерянных „Поризмах“ Эв- 
клида. Но если бы это и было справедливо, то форма изложе- 
пия изменилась настолько, что можно спокойно говорить о 
совершенно новой дисциплине. 

При составлении этой части я руководился теми же общи- 
ми принципами, которые легли в основу первой части. Но по 
сравнению с оригиналами я здесь позаботился о наборе всех 
букв курсивом, между тем как даже в книгах ХУШ в. кур- 
сивом набраны большей частью лишь строчные буквы. Рисунки 
трудов древнегреческих авторов, выполненные в изданиях, сделан- 
ных по рукописям, очень неудовлетворительно, я изготовил со- 
гласно требованиям правильной косоугольной проекции. 

Коллега Буллемер (ВиПетег) и в настоящем случае проверил 
перевод отрывков из классических авторов. 


| 


Определение общего кругового конуса 


Из „АроПопй Реграе диае ргаесе ахз{ап( сит соштеп{аг $ ап#ди‘$“, 
Еда. [. [.. Нефего, Мряае, МОСССХСИ, т. [ (по-греч. и по-лат.). Немецкий 
перевод А. Чвалины (А. СамаЦпа) „Пе Кеве]5спте 4ез АроЦошоз“, 
Мюнхен, 1926. 

Стр. 6—7 (нем. пер. стр. 2). Если из какой-нибудь про- 
извольной точки проведена прямая к окружности круга, не 
лежащего в одной плоскости с этой точкой, и продолжена по обе 
стороны иесли, оставляя неподвижной эту точку, водить указан- 
ной прямой по окружности круга, пока она не вернется в то 
самое положение, из которого началось движение, то обра- 
зуемую прямой поверхность, состоящую из двух соединенных 
между собой вершинами поверхностей, каждая из которых 
простирается в бесконечность, я называю конической по- 
верхностью, неподвижную точку — вершиной (верхушкой), 
а прямую, соединяющую неподвижную точку с центром кру- 
га, — о.ью (конуса). 


Пояснительные замечания. Согласно одному позд- 
нейшему свидетельству конические сечения открыты неким 
Менехмом (МепасВтоз, около 360 г. до н. э.), современ- 
ником Платона и учеником знаменитого Эвдокса. Из сохра- 
нившегося об этом сообщения неясно, открыл ли он их 
впервые или же нашел, что уже бывшие известными каким-то 
иным путем линии: эллипс, параболу, гиперболу можно по- 
лучить при помощи сечений конусов вращения. Во всяком случае 
он прибегнул к коническим сечениям для решения занимавшей 
тогда мысль ученых проблемы удвоения куба (или, как мы бы 
сказали, для решения уравнения х3 == 2..3). Производя сечение 
всегда перпендикулярно к образующей конуса, стали называть 
три вышеупомянутые линии в указанном порядке сечениями остро- 
угольного, прямоугольного и тупоугольного конусов. Первое со- 
чинение о „пространственных местах“ (т. е. конических сечениях) 
было написано Аристеем (Аг13{10$) старшим. Несколько позже 
(около 300 г. да н. 3.) Эвитид написал к нему в виде дополые- 
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ния труд о конических сечениях. Однако оба эти произведения 
не дошли до нас. Хотя Архимед расширил во многих пунктах 
учение о конических сечениях, но он не составил собственного 
труда о них. Накснец, выступил Аполлоний (170 г. до н. э.) 
с трудом в 8 книгах о конических сечечиях. Из них сохрани- 
лись первые 4 по-гречески, следующие 3 — по-арабски. Послел- 
няя книга утеряна. Сохранившиеся по-арабски книги были пере- 
ведены 8 1710 г. на латинский язык Галлеем (НаПеу, по имени 
которого названа известная комета). 

В первых четырех книгах Аполлоний, повидимому, сильно 
придерживался Эвклида. Однако он совершенно освободился от 
традиционного метода пользоваться различными конусами для 
различных конических сечений. Как мы выше видели, он дает 
определение совершенно общего наклонного кругового конуса, 
над которым и производит свои сечения. Только в дальнейшем 
ходе его рассуждений оказывается, что полученные, таким обрз- 
зом, кривые можно обнаружить и в случае сечения конуса вра- 
щения и что, следовательно, они тождественны с линиями, которые 
были раньше названы „коническими сечениями“. Ничего зага- 
дочного нет в том обстоятельстве, что Аполлоний все еще опе- 
рирует с кругом как „основанием“. В настоящее время мы знаем, 
что мы имеем здесь перед собой общий конус второго порядка, 
по существу, это знает и Аполлоний, но он этого не может 
выразить при помощи своего геометрического метода. 

Весьма интересно введенное, вероятно, тоже Аполлонием 
новшество — мыслить себе образующую прямую продолженной 
в обе стороны до бесконечности. Благодаря этому он оказывается 
в состоянии формулировать ряд теорем для гиперболы так, как 
он это делает для конических сечений с одной ветвью. Новые 
названия конических сечений также восходят к Аполлонию, и 
мы вскорз позлакомимся с их значением (см. ниже, ч. Ш, № Ш). 


П 


Круговые сечения наклонного конуса 


Из „Ароопи Регдае! иае ргаесе ех${ап+“, е4. Г. Г.. НеБего, ШМрае 
МОСССХСЬ, т. Т, кн. ВБ 5. 


Стр. 16,17 (греч. или лат. ; нем. стр. 6). Если произвести се- 
чение наклонного конуса плоскостью, проходящей через 
ось и периендикулярной к основанию, и произвести сечение 
его второй плоскостью, перпендикулярной к осевому треуголь- 
нику, И если эта последняя плоскость отсеклет по направле- 
нию к верщине трсугольник, подобный треугольнику через 


1-3 


(8) ось, но расположенный противоположным образом, то 
сечением (плоскости с конусом) будет круг, и такое сечение 
будет называ!ься „противосечением“. 

Пусть дан наклонный конус, вершина которого точка А, 
а основание круг ВС (фиг. 26); пусть производят сечение его 
плоскостью через ось перпендикулярно к кругу ВС, и пусть 
это сечение даст треугольник АВС. 

Пусть производят также сечение его второй плоскостью, 
перпендикулярной к треугольнику АВС и отекающей по 
направлению к точке А треугольник АКН, подобный тре- 
у!ольнику АВС, но расположенный противоположно (с анти- 

д параллельной стороной), т. е. так, 
что угол АКН равен углу АВС. И 
пусть сечением (плоскости) с поверх- 
ностью (конуса) будет линия НОК. 
Я утверждаю, что линия НОК есть 
круг. 

Действительно, возьмем на линиях 
НОК, ВС любые точки О, Ё и опу- 
стим из точек О, [, перпендикуляры 
на (определяемую) треугольником 
АВС плоскость. Они пересекут общие 
линии пересечения плоскостей, и 
пусть так получатся перпенд‘куляры 
ГО, [М. Следовательно, ДО парал- 
лельно [/М. Проведем теперь через 

Фи 2; (точку) 2 (прямую) ОЕЕ параллельно 

ВС. Но ГО также параллельно ГМ. 

Значит, плоскость через ДО, ДЕ параллельна основанию 
конуса. Поэтому она 1) — круг, диаметр которого есть ОЕ. 
Следовательно (прямоугольник) на Ой, ЕЕ равен (квадрату) 
на СО. И так как ЕД параллельна ВС, то угол АРЕ равен 
углу АВС. Но (угол) АКН предположен равным углу АВС. 
Следовательно, и (угол) АКН равен углу АДЕ. Но и рас- 
положенные у точки 2 (вертикальные) углы равны. Поэтому 
треугольник ОН подобен треугольнику КЕ. Следовательно, 
как 62 относится к ДК, так КР— к 20. Следоват`льно, 
прямоугольник на (20) ЕГО (т. е. на Ей и О) равен прямо- 
угольнику на АЁН. Но было показано, что (прямоугольник) 
на ЕСО равен (квадрату) ва ХО. Следовательно, и (прямо- 


1) Из этого выражения ясно, что год „плоскостью“ Аполлоний пони- 


мает только интересующую его ограниченную часть плоскости. 


134 


угольник) на КИ, (Н равен (квадрату) на 2О. Подобным 
же образом можно было бы доказать, что и все опущенные 
из линии НОК на НК перпендикуляры в квадрате равмы 
(прямоугольнику) на отрезках НК. 

Следовательно, сечение, диаметр которого есть НК, есть 


круг. 


Пояснительные замечания. Если коснуться сперва 
формы изложения, то всякому читающему в первый раз подобный 
текст прежде всего бросается в глаза, что это сплошной текст 
без всяких формул или символов. При б лее внимательном чте- 
нии можно заметить, что встречающиеся здесь элемезты алгебры 
изложены чисто геометрическим образом, как, например, отношения 
отрезков в подобных треугольниках или произведения внешних 
и внутренних членов пропорции, рассматриваемые как прямоуголь- 
ники. Дело в том, что греки совершенно не обладали алгебраи- 
ческим способом выражения. 

Далее, в глаза бросается многословность текста. Одни и те 
же фразы повторяются вскоре друг за другом. Мы уже встретили 
то же самое у Эвклида (см. ч. И, №1). Я там указал нато, что 
эти доказательства первоначально излагались, без сомнения, только 
устным образом. При этом рисунок чертили либо прямо на земле, 
либо на покрытой песком доске. При таком способе изложения 
приходилось, разумеется, постоянно возвращаться к тому, что 
уже было доказано. Создавша.ся таким путем форма доказатель- 
ства передавалась, очевидно, устным образом, а когда начали 
записывать доказательства, то их многословие при этом сохра- 
НИЛоСЬ. 

Само доказательство очень прост». Мы в настоящее время 
изложили бы его в следующем виде: в кр. ге ДОЕ 


022 =р7.Е Е, 
но из подобия треугольников мы имеем: 
РЕ _2К 
Н2  2Е’ 
Или 
ОИ. ЁЕ = НА.2К. 
Следовательно, мы имеем также: 
022 —= НИ.ДК 
пля любой точки О кривой НОК, и, значит, эта кривая есть круг. 
\2л) 


Теорема эта нмеет очень важное значение. Формулируя ее 
в несколько более общем виде, чем это здесь сделал Аполлсний 
(и чем это он мог сделать в данном месте), мы можем сказать, 
что для всякого наклонного конуса второго порядка (см. выше 
ч. Ш, №1) можно выделить два основных положения плоско- 
стей, именно: параллельное плоскости ВС и параллельное 
плоскости НОК. В этих положениях перэсечение каждой пло- 
скости с конусом дает круг. Можно к этому прибавить, что 
вокруг четырехугольника ВСКН можно описать окружность и 
что через обе окружности ВЕС и НОК можно прове.ти шар, 
пересекающий конус именно по обеим этим окружностям, 


Ш 


Определение эллипса как сечения наклонного кругового конуса 


Из „АроПопй Реграе! 4иае огаесе ехфап{“, е4. 1. Г. Нефего, Ирзае, 
МОСССХСЬ, т. [, книга Г, 13. 


Стр. 48149 (греч. или лат., нем. стр. 15). Если произвести 
сечение конуса плоскостью через ось, а также еще другой 
плоскостью, кото;ая пересекает каждую из (обеих) сторон 
проходящего через ось треугольника, но которая не парал- 
лельна ни основанию конуса, ни (так называемому) противосе- 
чению (см. выше, ч. Ш, №1), и если плоскость, в которой распо- 
ложено основание конуса, и секущая плоскость пересекаются 
по прямой, перпендикулярной либо к основанию проходящего 
через ось треугольнтка, либо к продолженню его, то всякая 
прямая, проведенная из сечения конуса (т. е. из какой-нибудь 
точки кривой сечения) параллельно к об’цей линии пересече. 
ния плоскостей до диаметра сечения, взятая в квадрате, будет 
равна площади, которую можно приложить к некоторой пря- 
мой (параметру), к которой диаметр сечения находится в та- 
ком ‘отношении, в каком находится квадрат прямой, проведен- 
ной из вершины конуса параллельно диаметру сечения до 
основания треугольника, к прямоугольнику на отрезках, отсе- 
каемых этой прямой по отношению к сторонам треугольника 
(на продолженном основании), если площадь имеет шириной 
прямую, отсекаемую ею (прямой, проведенной из точки кри- 
вой сечения) на диаметре от вершины сечения, причем недо- 
стает фигуры, которая подобна и расположена подобно пря- 
моугольнику, образованному из диаметра и параметра. 
(Получившееся), таким образом, сечение называется эллипс м. 
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Пусть будет (дан) конус, вершиной которого пусть будет 
точка А (фиг. 27), а основанием круг ВС, пусть будет произведено 
сечение его плоскостью через ось, и пусть сечением будет тре- 
угольник АВС, и пусть, кроме гого, будет произведено сечение 
его другой плоскостью, которая пересекаег каждую из (обеих) 
сторон осевого треу! ольника, но которая не параллельна ни осно- 
ванию конуса, ни противосечению, и пусть эта плоскость обра- 
зует на поверхности конуса сечение по линии ДЕ (51). А ли- 
нией пересечения секущей плоскости и плоскости основания 
конуса пусть будет ЁН, перпендикулярная к ВС, диаметром 
сечения пусть будет ЕД, и из (точки) Е проведем ЕО’, пер- 
пендикулярно к ЕД, и через (точку) А проведем АК, парал- 
лельно ЕО и сделаем так, чтобы как (квадрат) на АХ (отно- 
сится) к (прямоугольнику) на ВКС (т. е. на ВКи КС), так ОЕ 
(относилось) к ЕО", А 
и возьмем на линии 
сечения произволь- 
ную точку Ди про- 

сэдем через (точку) 
(. (прямую) [М, па- 
раллельно 2 Н. Тогда 
я утверждаю, что 
[М, взятая в квад- 
рате, равна площа- 
ди, которая, прило- 
жена к ЕО’ с ши- 
риной ЕМ, если . 
здесь не  достаег Фиг. 27, 

(или: если отсюда 

вычесть) (площади), подобной (прямоугольнику) на ОЕО. 

Действительно, проведем ДО’ и через (точку) М прове- 
дем МХМ параллельно О’Ё, а через (точки) О’, Х проведем О'М, 
ХО, параллельно ЕМ, а через (точку) М проведем РМЮ, парал- 
лельно ВС. Так как РЮ параллельна ВС, а [М также парал- 
лельна СН, то плоскость через [М, РАЮ параллельна плоскости 
через 2Н, ВС, т. е. основанию конуса. Значит, если через 2М, 
РЮ проведена плоскость, то в сечении получится круг, диаметр 
которого РАЮ. И ЁМ есть перпендикуляр к этому (диаметру). 
Следовательно, прямоугольник на Р/МР равен (квадрату) на 2/М. 
И как (квадрат) на АК относится к (прямоугольнику) на ВКС, 
так ЕО относится к ЕО’, но отношение (квадрата) на АК 
к (прямоугольнику) на ВКС состоит из (отношения АК) КВ 
и (отношения) АК к КС; но, с одной стороны, как АК отно- 
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сится к КВ, так ЕН к НВ или ЕМ к МР, а с другой, как 
АК отлосится к КС, так РН к НС или ОМ к МЮ. Таким 
образом отношение ДЕ к (52) ЕО’ складывается из отноше- 
ния ЕМ к МР и отношения ОМ к МЮ. Но отношение, со- 
ставленное из отношения ЕМ к МР и отношения РМ к МЮ, 
разно отношению (прямоугольника) на ЕМО к (прямоуголь- 
ни ‹у) на РМЮ. Таким образом как (прямоугольник) на ЕМО 
относится к (прямоугольнику) на РМЮ, так О5 относится 
к ЕО’ или ОМ относится к МХ. Но, как ОМ относится 
к МХ, так, если прибавить сбщую высоту МЕ, относится 
(прямоугольник) на ДОМЕ к прямоугольнику на ХМЕ. Следо- 
вательно, так же как (прямоугольник) на ОМЕ относится к 
(прямоугольнику) на РМАЮ, так относится (прямоугольник) 
на ДОМЕ к (прямоугольнику) на ХМЕ. Следовательно (прямо- 
угольник) на РМЮ равен прямоугольнику на ХМЕ. Но было 
доказано, что прямоугольник на РМЮ равен (квадрату) на [./И 
и значит (прямоугольник) на ХМЕ равен (квадрату) на ЁМ. 
Следовательно, /.М в квадрате равна (площади) МО, которая 
приложена к О'Е с шириной ЕМ, если от нее отнять пло- 
щадь ОМ, подобную РЕО’. Такое сечение пусть называется 
эллипсом, а ЕО' — параметром проведенных к ОБ по порядку 
(т. е. ординат), сама же (ЕБО’) пус:ь называется также еще 
перпендикулярно стоящей (стороной), а ДЕ — поперечно лежа- 
щей (т. е. диаметром). 


Пояснительные замечания. Заметим прежде всего, 
что основанием ВС конуса является круг. Следовательно, речь 
идет о наклонном круговом конусе, как в № 1. (Не нарисован- 
ная) ось соединяет вершину А с центром основания. Однако 
осевой треугольник носит произвольный характер и, значит, вооб- 
ще говоря, не перпендикулярен к основанию. Следовательно, 
линия пересечения НЕ секущей плоскости с плоскостью ос- 
нования перпендикулярна к продолжению ВС, но не к плоскости 
АВС. То же самое относится к Ё[/М, которая перпендикулярна 
к РЮ, но не к ЕР. Поэтому ЕО прэдставляет собой любой 
днаметр эллипса, а [.М имеет соответствующее сопряженное на- 
правление (параллельно касательной в Б). Уже в |, 7 Аполлоний 
доказал, что ЕО делит пополам все хорды [1/. Только в том 
случае, когда треугольник АВ > перпендикулярен к основанию 
(т. е. когда плоскость его проходит через опущенную из А на 
основание конуса высоту), ЕО является одним из двух взаимно 
перпендикулярных диаметров (главных осей) конического сече- 
ния. Впрочем уже в 1, 9 Аполлоний доказал, что сечением в 
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этом случае не может быть круг Здесь же он доказывает харак- 
теристичную особенность эллиптического сечения (случаи парл- 
болы и гиперболы разобраны им уже ранее в Г, 11 и 1, 12). 

Прежде всего проводят отрезок ЕО’ (перпендикулярно к ЕД; 
на рисунке в плоскости его), удовлетворяющий условию: 


ЕО’: Оо=ВК КС:АК®. (1) 
В таком случае должно иметь место равенство. 
[ М: = ЕО'-ЕМ — ОО'.БМ = ЕО.БМ. (2) 


Это доказывается следующим образом. В круговом сечзнии 
РЮ (параллельном основанию): 
ъ 


ГМ? = РМ. МЮ. (3) 
Но 
ЕР _ АК АК АК _ и 
ЕО’ ВК.КС ВК КС” 
ЕМ ОМ 
—рм ме = (5) 
ЕМ МО 
— рм ‘мк — (52) 
_ БМ __БМ.МЕ (6) 
МХ о МХ. МЕ` 
Значит 
РМ. МЮ = ХМ.МЕ = (7) 
= [.М?. ° (8) 


Проверив все эти выкладки, читатель сможет удостовериться 
в правильности всех решительно выводов, но остановится, ве- 
роятно, в недоумении перед конечным результатом. Во первых, 
что, собственно, означает названная теорема? 


По (5а): 
РМ. МВ —=1М?—ВМ.МЬ. 9 (9) 
ЕО * 
ИЛИ 
ГМ? БО! 
у. = 1 
ЕМ.МБ — ЕБ = 01° (10) 
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так как ЕО’ и ЕО неизменные величины, между тем как [. 
перемещается по кривой (а М — по ЕР). Свойство (10) — это 
дефиниторное свойство эллипса и оказывается обобщением соот- 
ветствующего свойства круга, выраженного равенством (3) 
(соп${ =1). В указанном виде это свойство встречается уже у 
Архимеда (даже для косоугольных диаметров). Введем наши 
современные обозначения, положив (фиг. 28): 


Ер=а, ЕО’=р1), ЕМ=х, [М=у. 


Тогда имеем равенство: 


-. 
р 
[3 2—.^ —. 
д У=чх(а—х), (11) 
Г ИЛИ р и 
Фиг. 28. У=рх— ум, (Иа) 


иначе говоря, уравнение эллипса, отнесенного к вершине его. 
Действительно, если взять уравнение эллипса (для косоугольных 
осей) в его обычной форме, отнесенное к центру эллипса: 


Х=х— а, (13) 
то получится: 
262 р? 
=. х— вх. (14) 


Имеем, тгким образом, наряду с 4==2а: 


у 26? 


= о (15) 


Теперь равенство (10) можно написать в виде: 
Е М? р? 


ЕМ.МО а?’ (16) 

1) Правда, в настоящее время „параметром“ называют половину ЕО”. 
Но в тексте мы придерживаемся старинного обозначения. Слово „пара- 
метр“ в рассматриваемом смысле имеет своим источником сочинение 
о конических сечениях (Париж, 1631), написанное другом Декарта, Кл. 
Мидоржем (Мудогзе). Сам же Аполлонний для обозначения соответствую- 
щего понятия пользуется описательным оборотом: „Отрезок, с помошью 
которого делают квадрат“, из правой стороны формулы (11) или (11а). 
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что знал уже и Архимед (по крайней мере, для случая взаимно 
перпендикулярных диаметров). При этом 6 и а представляют, 
разумеется, не половины главных осей, а половины косоугольных 
диаметров, соответствующих положению [И. 

Если, таким образом, мы видим, как с помощью букв и 
употребления столь привычных для нас переменных х и у для 
обозначения отрезков, которые уже греки мыслили себе пере- 
менными, можно совершенно естественным путем притти к со- 
временным аналитико-геометрическим формулам, то все же в гре- 
ческом способе изложения остается еще кое-что выяснить. 

Прежде всего бросается в глаза странная фигура прямоуголь- 
ника ДО’ с пересекающими его вдоль и поперек прямыми и ори- 
гинальный способ выражения, что у прямоугольника ЕМ№ должен 
„недоставать“ прямоугольник ОМ (существительное от глагола 
„недоставать“ будет по-гречески „эллипс“; д 
отсюда название кривой). Но грекам этот 
способ выражения вовсе небыл чужд. „При- 
ложение площади“ (по-гречески парабола)/ 
было вполне знакомо читателям Эвклида, 

и оно, вероятно, восходит к так называе- 
мым пифагорейцам. Так как греки не знали 
буквенной алгебры, то эти приложения 
площадей для них были выражением раз- 
личных видов квадратных уравнений. Эв- в 
клид занимается этим в П, би 6 для про- Фиг. 99 
стейших случаев, когда х? не имеет коэфи- "7 
циентов (П часть, № П]), ив УТ, 28 и 29 для 

общего случая. Мы должны здесь отказаться от намерения вос- 
произвести это; заметим только, что, если вместо недостатка 
имеется „избыток“ (по-гречески — гипербола), то у члена с х? 
коэфициент положительный. В случае простого приложения пло- 
щади член с х? отсутствует (Эвклид, [, 44). 

Но читателю все еще трудно будет понять, каким путем Апол- 
лоний приходит к параллельной прямой АК и затем — с помощью 
различных подобных треугольников — к тому, что приводит к ра- 
венству (10), выражающему в простейшей форме сущность дела. 
Однако современный читатель без труда поймет, что, если отно- 
шение на левой стороне равенства, действительно, постоянно, то 
оно зависит только от углов фигуры, в конечном счете — от трех 
угл. в а, В, е (фиг. 29). Нетрудно убедиться, что 


РМ __ 51а 
ЕМ _ зшВ’ 


(17) 
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МЮ _ 5118 


МБ — тт (18) 
Значит, 
РМ. МЮ _ зпёзшод (19) 
ЕМ.МБ  зшЗзт\у’ 
ИЛИ 
[М _этезт (а) _ 
БИ. МБ — мп о о) 
Если положить ЕД =а, то 
__ зтезт (а -- =) (21) 


Р — пя (а+8) ^ 


Так как Аполлоний не может прибегнуть к рэсурсам триго- 
нометрии, то он вынужден оперировать исключительно геометр:- 
ческими методами, что приводит к несколько растянутому, много- 
словному изложению. В действительности же дело очень про- 
сто. Мы можем только удивляться тому, как треки, не зная 
ни алгебры ни тригонометрии, и, значит, пользуясь примитив- 
ными, на наш взгляд, методами геометрии, сумели сделать столь 
блестящие открытия. И не только отдельные открытия, но также 
построенные с исключительной тонкостью системы открытий, 
какими являются „Начала“ Эвклида и „Конические сечения“ 
Аполлония. 
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Ферма вводит координаты. Уравнение прямой 


Из „Аа 10с0$ р1апо$ е{ 0190$ 15асзозе“ П. де-Ферма. „Оецугез 4е. 
Еегпа{“, 64. Р. Таппету е+ СН. Непгу. То ге 1, Раг!1$, МОСССХСЕ, р. 91—1(3. 
Франц. перевод П. Таннри в „Оецугез“, Ш, Рай$, 1896, р. 85—56. Немец. 
перевод Вилейтн`ра „Еййгипе ш 41е ебепеп ипа КбгрегИспеп Оцег“ 
(„О${\а14$ КЛаззЖег“, № 208`, Лейпциг, 1923. 


Оригинал стр. 91... Поэтому мы приченим к этой отрасли 
науки (именно к учению о местах) особенный и подходящий 
специально для нее анализ для того, чтобы в будущем изу- 
чение ее стало для всех доступным. 

Если в каком-нибудь заключительном уравнении имеются 
две неизвестные величины, то налицо имеется место, и конеч- 
| ная точка одной величины описывает прямую или кривую 
ЛИНИИ... 
Но уравнениям можно придать наглядный вид, если _по- 
местить обе неизвестных величины в некотором за анном угле, 
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который, большей частью, мы будем принимать равным пря- 
мому и если задать по ожение и конечную точку одной из 
величин .., 

Пусть №ЁМ будет данная по положению прямая (фиг. 30), 
№ — неизменная точка на ней. Пусть № равняется неиз- 
вестной величине 4, и пусть отрезок 7/, образующий с ней 
заданный угол №1/, равняется другой неизвестной величине Е. 
Если затем: 


О на А равно В на ЁБ, 


то точка / находится на заданной по положению прямой. Дей- 
ствительно, 
как В относится к О, так А относится к Е. 

Поэтому отношение А к Е дано (неизменно), и так как, 
кроме того, задан угол при &, то известен вид треугольника 
№7, а, значит, и угол /М. Но точка М№ 
дана, и прямая Л известна по положе- 
нию. Следовательно, дано положение №, 
и лэгко произвести синтез. 

К этому уравнению можьо свести все 
уравнения, члены которых частью даны, М 2 
частью содержат в себе неизвестные А ‚Фиг. 50. 
и Е, — независимо от того, умножезы ли 
эти последние величины на какие-пибудь заданные величигы 
или же даны просто. 

Пусть йр1. —Д на А равно В ка Е. 

Если положить Р на А равным Йр!., то как В отно- 
сится к О, тк ^— Ак. 

Если мы примем ММ рзвным Ю, то точка М будет дана, 
и, значит, М равно Ю — А. Поэтому известно отношение 
М2 к 21. Но так как угол при & задан, то известен вид 
треугольника /2/М, и заключаем, что прямая М/ дана по по- 
ложению. Следовательно, точка / находится на данной по по- 
ложению прямой. То же самое получается без труда для 
всякого уравнения, в котором встречаются чл.ны с величн- 
нами А или ЕЁ. 

Это — простое и первое уравнение места, с помо-цью 
которого можно найти все прямолинейные места. 


Пояснительные замечания. Небольшое сочинение 


Ферма возникло, приблизительно, около 1636 г. в результате 
продолжительных его занятий геометрическими местами. Но оно 
осталось ненапзчатанным и было известно лишь в кругу париж- 
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ских математиков до тех пор, пока сын Ферма, Самуил, не из- 
дал в 1679г. в Тулузе „УаНа Орега“ своего отца (там оно поме- 
щено на стр. 2—11). Но это, вышедшее столь поздно, издание 
не соответствовало в точности оригиналу. Издание Таннри и 
Анри более верно, ибо в их распоряжении находилась более 
старая рукопись. Но у Ферма, наверное, еще не было отдельных 
строчек для уравнений, которые мы оставили, согласно тексту 
издания. Ферма находится еще в полной зависимости от Виеты. 
Какую-нибудь велачину он способен представить сзбе по об- 
разцу древних только в виде отрезка. Он ставит себе задачу 
изобразить графически уравнение с двумя неизвестными (ацапй- 
{а&ез рпофае; выражение „перемензая“ вошло в употребление 
лишь позже). Это соверщенно ново постольку, поскольку отно- 
сится определенно к уравнениям и к их систематическому изо- 
бражению при помощи кривых. Уже греки решали ряд задач с 
помощью пересечения кривых, и после них так поступали мусуль- 
манские ученые [в особенности Омар Алхайям (А1спа} ат), около 
1109 г.]. Недоставато только буквенной алгебры. С современной 
точки зрения, казалось, было бы нетрудно перевести геометри- 
ческие рассуждения на язык алгебраической символики. Между 
тем, в конце ра:сматриваемого сочинения Ферма высказывает со- 
жаление, что он еще не был знаком с новым методом, когда 
занимался восстановлением текста „Плоских мест“ Аполлония 
(т. е. геометричзских мест, приводящих к прямым и окружностям). 

Вволя свое графическое изображение, Ферма берет одну 
ось для абсцисс (как мы теперь выражаемся), а на ней исходную 
точку для отсчета их, затем напразление ординат, которые вся- 
кий раз наносятся из соотвегствующей точки оси. Таким образом 
у него собственно еще нет оси ординат, а Также отрицательных 
ординат (и тем менее — отрицательных абсцисс). Эти последние 
применялись, так сказать, только бессознательным образом, по- 
скольку знакомые кривые рисовали цеяиком, не ломая себе го- 
ловы над тем, можно ли изобразить одним и тем же уравнением 
все части. В случае незнакомых кривых впоследствии возникали 
часто недоразумения по поводу их вида. Все эти затруднения 
насчет ззаков были окончательно преодолены лишь в ньютоно- 
вом монументальном сочинении о кривых третьего порядка (на- 
печатано в 1704 г.). 

Вместо букв А и Е, которыми пользуется Ферма по образцу 
Виеты, мы введем наши х, у; тогда первое, рассматриваемое 
Ферма, уравнение гласит: 


Рх== Ву, или х:у=В:О. 
132 - 


Он показывает, что уравнение это представляет прямую, 
проходящую через начальную точку М№. „Синтез“ (по-лат. Сот- 
роз #0), о котором он говорит, представляет антитезу анализу 
и означает обращение задачи, т. е. означает требование отыскать 
уравнение, когда прямая задана по положению. 

Затем Ферма переходит немедленно к рассмотрению общего 
линейного уравнения и показывает, что соответствующим местом 
является всегда прямая. Уравнение это гласит: 


@ — Ох —= Ву. 


При & приписано р! (апит) = площадь, дабы сохранить од- 
нородность уравнения в геометрическом смысле. Действительно, 
Ох и Ву— прямоугольники, следовательно, и 2 должно озна- 
чать величину размерности площади (ср. у Виеты в ЕЁ томе, 
№ ХУШ). Фгрма полагает: 


й = рю, 
и получает, как мы бы написали: 
О (Ю—х) = Ву, 


или, пользуясь более привычным для Ферма способом выражения: 
В:В=(Ю—х):у. 


Ему нетрудно Показать, что это представляет, опять-Таки, пря- 
мую. Но это далеко еще не равнозначне, вопреки утверждению 
Ферма, интерпретации всякого линейного относительно Аи Е 
уравнения. Действительно, прошло еще не мало времени, пока 
решились писать и анализировать уравнения вида: 


Хх У--З = 0, 


так как еще не знали, что делать с отрицательными отрезками. 

Конические сечения, в противоположность прямым и окруж- 
ностям, назывались „пространственными местами“, потому что 
первоначально они были получены с помощью сечения, произ- 
веденного на некотором теле. 


У 
Первая форма уравнения эллипса 
Из „заборе“, Ферма (см. № ПУ). 
Оригинал стр. 99. Если В4.— А4. имеет далное отно- 
шение к Рд., то точка / находится на эллипсе. 
Возьмем ММ, равное В (фиг. 31), и проведем элт! пс 
с вершиной /М, диаметром (в>рнее — прямой диаметра) ММ 
и центром М (эллипс), ординаты которого (по-лат. аррИсаёе, 
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сокращенное от „огашайт аррИсаае“, представляющего ипря- 

мой перевод соответствующего выражения Аполлония} пара; 

лельны прямой 2/, и пусть квадраты ординат имеют задан- 

ные отношения к прямоугольнику на отрезках диаметра. 

Тогда точка / находнтся па таком эллипсе. Действительно, 

квадрат Л/М — квадрат №72 равен прямоугольнику на отрезках 
диаметра. . у 

К этому (уравнению) приводятся сходные уравнения, име- 

/ ющие на одной стороне 27., а на 

другой Ед. с противоположным зна- 

ком (аНесНошз поёа), причем у этих 

м! м членов различные коэфициенты 1). 

Действительно, если бы коэфициенты 

были равны между собой и угол 

был бы прямым, то местом была бы, 

Фиг. 31. как уже сказали, окружность. Если 

же угол не прямой, то и при равчых 

коэфициентах местом является эллипс. Если в уравненин име- 

ются, кроме того, еще члсны с произведениями из Аи Е 

на данные величины, то можно произвести приведение с по- 

мощью указанного приема. 


Пояснительные замечания. Сперва несколько слов 
о символике Ферма, примыкающей тоже целиком к символике 
Виеты. Из алгебраических знаков Ферма и ‘еет только появив- 
шиеся в Германии в конце ХУ в. знаки — и —. Правта, он, 
кроме того, еще более сокращает аббревиатуру „диа@г.“, введен- 
ную Виетой (хотя иногда это делалось уже и другими учеными) *). 
Но слова для обозначения понятия „равно“ выписываются им 
еще целиком. Ме имеется также никакого сокра'‘цения для про- 
порций. В вышеприведенном тексте я (в противоположность 
напечатанному перезоду) строго придерживался формы начерта- 
ния Ферма. 

На языке нашей символики данное Ферма для эллипса урав- 
нение гласит: 
у — 601${ = А, 
х? -- Ку? = В?. 


В случае косоугольных осей уравнение это, даже при А —=1, 
пр>дставляет эллипс, если только & положительно. 


или также: 


1) Слово это сочинено Виетой (1591). 
2) Сам Виета писал иногда © вместо „диайга{иит“ (см. часть 1, № ХУШ). 
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Нетрудно понять, каким образом Ферма пришел к этому 
уравнению. Как мы уже знаем, он мог у Архимеда найти (см. 
вуше, № 1]), что у эллипса, как гидно из нашего рисунка (его 
у Ферма нет): 

ГМ.2М! 
————— = с011${ = А. 
#12 


Но это дает, как 0’ сам говорит: 


= 
а, значит, и вышеприведелное уравнение. Ферма утв=рждает 


далее, что он в состоянии привести к указанной нормальной 
форме всякое уравнение вида: 


2х3 3,2 | 5х--7у=41), 


Я нарочно не беру общих коэфициентов, так как их нет и 
у Ферма (хотя мысль о них уже и носилась в воздухе) (ср. 
с Виетой, часть 1, № ХУШ). В рассматриваемом случае дело 
сводится только к параллельному перенесению коэрдинат, которое, 
как мы видели, Ферма производит в случае прямой. Перед этим 
он произвел это перенесение для общего уравнения окружности. 
Правда, коэфициенты при х? и у? равнялись в этом случае 
единице. В рассматриваемом случае Ферма поступил бы, конечно, 


так: 
4х? -|- 10х -- бу? -- 14у= 8, 


[2 +5) +5" + Ну=8- (5) 


2 
6 (=+5) Ч. 36? + МУ , 


о \2 269 
6 (2+5) - (бу 7) = —-. 


) 


1) Разумеется, Ферма никогда не написал бы этого уравнения в та- 
гом неоднорэдном виде (не касаясь уже вопроса о нашей современной 
форме начер:ания его), а прибавил бы к членам хиу еще некоторые 
отрезки в качестве множителей, а к пос оянному члену величину раз- 
мерности площади (см. выше № 1). Это относится и к следующему 
за этим преобразованию. Упогребление неоднородных уравнений с гео- 
метрическим содержанием является целиком делом Декарта, введшего 
отрезок-единицу, что до этого случайно встречазтся лишь у Бомбелли 
(ВотЬз1Ш 1572) (см. часть 1) № ХУП). 
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и, наконец, если положить: 


2-5 =Х, бу 7=У; 6Х2-- ==”. 


Разумеется, Ферма должен был бы выразить это как-нибудь 
с помощью слов. Но, несомненно, он сумел бы зто сделать, хотя 
у него не встречается аналогичного примера. Но мне не совсем 
ясно, сумел ли бы он правильно представить себе необходимое в 


этом случае параллельное перенесение координат (сея ‚у на — 4 ; 


оси х на — =] . И в приводимом им примере с окружностью 


необходимо такое отрицательное перенесение, но у Ферма не 
имеется здесь никаких пояснений. В вопросах этого рода, мало 
привычных тогда даже для величайших математиков, к которым 
относится Ферма, надо быть очень осторожным и ограничиваться 
лишь тем, что действительно написано у рассматриваемого автора. 

В случае гиперболы Ферма дает уравнения: ху == сопзё и 
(хз -- В?): у2 == сопзЪ в случае параболы: х? = Ру (а также у? = 
— Ох), — дает их всегда вместе с требуемыми параллельным 
перенесением осей (линейным преобразованием) обобщениями. 

Таково, в основном, содержалие „[5асоре“. Об эффективно- 
сти новых методов Ферма можно судить по некоторым приме- 
рам из „Плоских мест“ Аполлония, где он легко добивается 
результатов величайшей степени общности. 

„завосе“ Ферма не получило, повидимому, известности, и 
влияние его было невелико, ибо вскоре появилась „Геометрия“ 
Декарта. Хотя ознакомление с ней представляло для современ- 
ников более значительные трудности благодаря ее новой алге- 
браической форме, но, представляя печатное произведение, оно 
немедленно попало в руки многочисленных читателей, было 
переведено на другие языки и стало предметом комментариев, 
так что с него, собственно, начинается новая аналитическая гео- 
метрия (см. следующий номер). 


\1 


Декарт вводит координаты. Установление одного уравнения 
гиперболы 


Из „Га Обошеше“, приложения к появившемуся без указания имени 
автора труду Рене Декарта „О1$соцгз 4е 1а М. о4е...*, Геу4е, 1637, 
стр. 295—413. Перепечатано в точности в „Оецугез“, 64, Св, Адат е{ 
Р. Таппегу, т. УТ, Париж, 1:03, стр, 367—485, Издание на современном 
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франтузском языке с более современным начертанием формул, Париж, 
1886. Латинские переводы появились в 1649, 1659 гг. и позднее. Немец- 
кий перевод Л. Шлезингера (ЗсШезпеет), изд. 2, Лейпциг, 1925. 


Предварительные замечания. Нижеследующее — не 
первое место „Геометрии“, где Декарт вводит координаты. Но 
ввиду того, что первый приводимый им пример заиимает слишком 
много места, он неудобен для перепечатки его здесь. Заметим 
только следующее. В первом примере Декарта, служащем ему, 
так сказать, парадигматическим примером, берется несколько 
заданных неизменных прямых, к которым проводятся из некоторой 
точки С прямые, каждая под некоторым опргделенным углом. 
Затем дается некоторое условие, и отыскивается геометрическое 
место точки С. Чтобы освободиться от хаоса этих линий, про- 
должает затем Декарт, он берет в качестве главных линий две 
из них — именно одну заданную, неизменную, и другую — иско- 
мую. Отрезки АВ на неизменной линии, имеющие все одну и 
зу же начальную точку А, он называет х, а (параллельные друг 
другу) отрезки ВС называет у, Затем он получает уравнение. 
содержащее х, у и известные отрезки. Теперь можно одной из 
обеих величин х, у, например у, приписывать бесконечное мно- 
жество значений, в соответствии с чем из уравнения получится 
бесчисленное множество значений для х. Нижеследующий при- 
мер он приводит, чтобы показать, как находят „репге“ (род) 
какого нибудь геометрического места. При этом он объединяет 
первую и вторую степени в первый ргепге, третью и четвертую 
ст.пени — во второй репге и т. д., что хотя и не имеет ника- 
кого смысла, но для нас здесь не существенно. 


Стр. 319. Например я хочу знать, какого рода (вепге) 
линия ЕС, которую я представляю себе описанной перзсече- 
ннем (320) линейки СГ и прямолинейной плоской площадки 
СМКЕ (фиг. 32), сторона КМ которой продолжена нсопределенно 
далеко (1пав&Нийтеп!) по направлению к С и которая движется 
прямолинейно по лежащей под ней плоскости и движется так, 
что ее диаметр АГ всегда находится на каком-нибуль месте 
линии ВА, продолженной в обе стороны, причем линейка (Г. 
движется кругообразчо вокруг точки С, ибо она соединена 
с ней (площадкой) так, что всегда проходит через точку Д. 
Я выбираю какую-нибудь прямую, например АВ, чтобы 
относить к различным точкам ее все (точки) этой кривой 
л1нии ЕС, и на этой линии АВ я выбираю какую-нибудь точку, 
например 4, чтобы начинать от нее этот отсчет (се са!си]). 
Я говорю, что я „выбираю“ и то и другое, ибг их можно 
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взять по произволу. Действительно, хотя надо произзодить 
весьма тщагельный выбор, чтобы получить возможно более 
краткое и простое уравнение, но все же безразлично, как 
сделать этот выбор, ибо всегда мо- 
жно добиться, чтобы линия была 
того же самого рода. Это можно 
легко доказать (321). Теперь я беру 
па кривой любую точку, например С, 
на которую установлен служащий 
для описания кривой инструмент, и 
из этой точки С я провожу линию 
СВ параллельно СА, и так как СВ 
и ВА представляют две неопреде- 
Фиг. 32. ленные и неизвестные величины, то 

я называю одну у, а другую х. Но, 

гобы найти отношение одной из них к другой, я рассмат- 
риваю также известные велячины, служащие для описания 
этой кривой линии, как СА, которую я называю а, КЁ, ко- 
торую я назыза'о 8, и №, параллельную СА, которую я 
называю С Затем я говорю, что как №Ё относится к ГК, 
или ск 6, так относится СВ, или у к ВК, которая, сл>ло- 


| | 
вательно, равна =; а В[ гавна —У—6 и АГ равна 
р 
Хх —у— 6. Кроме того, полобно тому, как СВ относится 
[ 
| 
[В иук =У— 6, так АЦ, или а, относится к АГ, или 


Ь 
кх-- У— 6. Следовательно, если перемножить второй и 


третий члены пропорции) (322), то получится у —а6, что 


р 
равяо ху -- = ру, получающемуся от пер>множения 


первого и последнего (членов). И, таким образом, искомое 
уравнение будет: 


сх 
УСО су— уу ау— ас, 
откуда мы видим, что линия ЕС — первого рода, и, действи- 
тельно, она— не чго иное, как гипербола. 


Пояснительные замечания. Относительно общего 
характера декартовой „Геометрии“ я должен ограничиться ссыл- 
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кой на свою более крупную работу: „ОезсШеШе 4ег Маеша- 
НК“ Г. Тей, 2. НАШе, Веш, 1921, стр. би сл. Декарт вводит 
координаты совершенно таким же образом, как Ферма. У него 
нмеется неизменная ось, а на ней начальная точка для абсцисс, 
как мы выражаемся, и он измеряет ординаты от их оснований 
на оси в известном направлонии до точки на кривой. Специ- 
ально Декарту принадлежит употреблявшийся им уже и раныше 
способ выражения, согласно которому „точки кривой (с помощью 
ортинат) относят (как бы проицируют) к точкам некоторой пря- 
мой (оси абсцисс)“. Координаты могут и в рассматриваемом 
примере быть расположены косо доуг относительно друга. На 
чертеже, однако, они взаимно перпендикулярны. Способ построе- 
ния гиперболы мы вкратце выразили бы следующим образом. 
Протеди произвольным образом СЁ, возьми [К == и проведи 


КС под некоторым постоянным углом Хх, для которого сх = _ 


Указываемое построение можно рассматривать как пересечение 
пучка прямых с центром С и пучка параллельных прямых с на- 
правлением КС, отнесенного проективно к первому пучку. Ясно, 
что при этом должна пэлучит.ея гипербола, ибо главные точки 
обоих пучков должны принадлежать к получаемой кривой, а, 
между тем, одна из этих точек лежит в бесконечности. При 
выводе уравнения мы поступили бы так же, как и Декарт, с той 
лишь разницей, что мы ввели бы х. Ограничиваясь, по обык- 
новению, указаниями общего характера, Декарт не интересуется 
уже большие воп205ом о виде всей гиперболы в целом. Этим 
занялись впоследствии его комментаторы. Он хотел только по- 
казать, как находят уравнение геометрического места и вместе 
с тем его репге. Новизна вышеприведенного примера, а также 
общность первого из приводимых им примеров, показывают, как 
основательно Декарт владел уже своим методом. Но, разумеется, 
это не было какоз-то внезапное озарение свыше. Наоборот, 
Декарт уже с 1619 г. заниматся вопросом об усовершенствова- 
нии вообще аналитических методов. Это видно по его алгебран- 
ческой символике, до мелочей совпалающей с нашей теперешней 
символикой. Насчет знака равенства см. часть [, № ХХ. Обо- 
значения х, у ввел сам Декарт. В самом же начале своей работы 
он заявляет, что неизв-стныз он будет обозначать последними 
букгами алфавита, а известные — первыми буквами его, и в на- 
чале он пользуется чаще 2, чзм у и х. Но врад ли удастся 
установить, почему для обозначения координат он в’ыбрал, 
именно, х, у, а скажем, не 2, у (см. также часть 1, № Х). 
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Большой интерес представляет его замечание, что репге, а, 
значит, и уравнзние кривой, не изменится при другом выборе 
координат. Мы уже видзли у Ферма, что он вполне разбирт. ся 
в вопросе о параллельном перзнесении осей координат. Это, 
без сомнения, можно сказать и о Декарте, хотя у него нет ни 
одного соответствующего примера. Но мы имеем основание сом- 
неваться в том, Что Декарт владел также и случаем с вращз- 
нием осей координат, несмотря на его замечание, что это легко 
докззать. Но, как бы то ни было, чутье у Декарта было пра- 
вильное. 

Д. Е. Смит (ЗшНВ) и Марчиа Л. Латам (Гаат) выпустили 
в свет издзние-факсимиле ог;игинала с английским переводом 
(Тве Сеотеку о{ Кепё Оезсацез, СШсаро, 1925.) 


УП 


Нормаль к эллипсу 
Из декартовой „@вотеше“ (см. № \1). 


Стл. 342. Пусть СЕ кривая линия (фиг. 33), трэбуется 
провести чер з точку С прямую линаю, обра.ующую с ней 
__в Прямые углы. Я предположу, что тре- 
‚ Сование уже выполнено, и пусть иско- 
мой линией будзт СР. Я продолжу ее 
6 Р М д до точки Р, где она пересекает прямую 

Ф; 33. СА, которую я приму за ту прямую, 
к точкам ко орой относят (точки) линии 
СЕ. Следовательно, если я положу МА или СВоу, СМ 
или ВА Ох, то я получу некоторое уравнение, выражающее 
отношение между х и у. Затем я полагаю: РС Юзи РА у, 
или РМ Ф%9— у, и в прямоугольном треугольнике РМС я 
имею $55, квадрат основания, равным хх-- 99 — 29у-[ уу, 
т. е. равным квалратам Обеих сторон, иначе говоря, я имею: 
х И 55 —19-- 2%у — уу, или также: у хо И 5 — хх, 
и с помощью этого уравнения я удаляю из другого уравнения, 
выр:жающего отношени? всех точек кривой СЕ к точкам пря- 
мой СА, одну из двух неопределенных величин Хх или у. Это 
можно легко сделать, подставив повсюду И 55 — 92 -- 29у — уу 
вместо х и квадрат этой суммы вместо хх и куб ее вме- 
сто ХЗ и т. д., если я желаю удалить х; или же (343), 
если я желаю удалить у, то я подставсяя на его мссто 
о И 55 — хх, и квадрат или куб этой суммы на место уу 
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или УЗ и т. д. Таким путем всегда получается уравнение, 
в котором имеется только одна неопределенная величина х 
или у. 

Пусть, например, СЕ будет эллипсом, а МА — отрезжом 
его диаметра 1), к которому принадлежит СМ как ордината 
(аррИчиве раг ог4ге; дословный перевод с латинского), и пусть 
г будет его перпендикулярной стороной (параметром, лат. 1а{з 
гефит; см. выше, № Ш) и 9 его поперечной (стороной) 
(диаметром, 1аёи$ фгапзу-тзит). Тогда, согласно 13-Й теореме 


г 
| книги Аполлония, имеем: хх 27 —ч уу, и если удалить 


отсюда хх, то получается 55 — 99 20у — уу Югу— < уу, 


гу — 249 90 — 955 
или же уу Ви тН равно ничему ?). Ибо 
в этом случае лучше рассматривать всю сумму в целом, чем 
приравнивать одну часть ее другой 3). 


Затем Декарт разбирает, прежде всего, еще два других при- 
мера того же рода. После этого у него следует рассуждение 
(стр. 345—847), содержание которого мы передадим здесь 
вкратце. Получив конечное уравнение, содержащее у, 9, 5, пред- 
ставляют себе, что о и 5 даны. В таком случае окружность с 
радиусом 5 = РС пересечет кривую, вообще говоря, в двух 
точках (по крайней мере, по близости от С), если только РСне есть 
в точности нормаль (в этом случае окружность соприкасается 
с кривой). Это в вышеприведенном уравнении выражается в том, 
что оно квадратное по отношению к у. В случае же, если РС 
есть сама нормаль, квадратное относительно у уравнение должно 
иметь два равных корня (в случае высших степеней уравнение 
нмеет, наряду с двумя равными корнями, еще другие, отличные 
от них, корни). Затем только появляется снова на сцену пример 
с эллйпсом. 


41) То-есть абсциссой; но в качестве технчческого термина это слово 
появляется, собственно, только у Лейбница (1665). У Декарга в этой 
главе имеется еще более общий рисунок, не лишенный, однако, неточ- 
ностей и для нас ненужный. 

:) Я перевожу таким образом ибо и Декарт разлигает „Цеп“ 
„Пц]“, хотя в конечном счете оба эти слова означают одно и то же. 

3) Интересное указание на преимущество приведенного, как мы 
выражаемся, к нулю уравнения. До Декарта э10 делалось лишь случайно 
и непреднамеренно. 


14] 


Стр. 347... Так, например, я утверждаю, что первое най- 
денное нами выше уравнение, именно: 


уу 99 должно иметь тот же самый 
вид, какой получается, если е приравнять у и у—е пом- 
ножить на само себя, что дает уу— 2еу -- ее. Вследствие 
этого можно сравнить меж собой в отдельности все члены 
обоих уравнений и утверждать, что, так как первый (член) уу 
тот же самый в одном (уравнении), что и в другом, то и вто- 
| огу — 249у 
рой (член), который в одном уравнении есть + 
будет равен второму (члену) второго уравнения, именно -- 2еу. 
Поэтому, если отыскивают величину 9, именно линию РА, 


7 1 
то имоют; 9 Ое— дето” или же, так как мы е при- 
9 


Г 1 
равняли у, о Фу —у-- —г. И таким же образом можно 
Ч 2 409 — 955 
было бы найти $ при помощи третьего члена ео; 
но так как величина © достаточне определяет точку Р, ко- 
торую мы только и ищем, то дальше делать нечего. 


Пояснительные замечания. Эго вычисление нормали 
(а значит, если желательно, касательной) эллипса тем интереснее, 
что в настоящее время им больше ‘не пользуются. Но надо принять 
во внимание, что мы здесь находимся в эпоху первых попыток 
этого рода и что диференциальное исчисление, давшее принципи- 
альное решение подобных вопросов, было открыто лишь около 
1670г. Перед приведенным нами здесь отрывком Декарт подробно 
доказывает важность решения вопроса о направлении кривой 
в каждой точке ее. Но в случае высших кривых выкладки по 
методу Декарта становятся очень громоздкими. Так называемый 
метод неопределенных коэфициентов, т. е. сравнение коэфици- 
ентов двух тождественных уравнений, Декарт открыл в @вязи с 
этим вопросом, применив его затем и к более сложным случаям. 

В вышеприведенном случае мы бы в настоящее время просто 
сказали, что, так как уравнение с у должно иметь два равных 
корня, то его левая сторона (которую Декарт просто называет 
„уравнением“) представляет чистый квадрат; поэтому у равно 
половине коэфициента при у в первой степени со знаком минус, 
т. е. 

—_ 97 29° 
7=— 27 — 2 


Если решить это уравнение относительно 9, то получится 
то же самое, что у Декарта. 

То обстоятельство, что Декарт берет уравнение эллипса 
в точности по Аполлонию, 1, 13 (см. выше, № Ш), дает ясное 
указание на происхождение аналитической геометрии. Алгебра 
уже достаточно созрела к этому времени, чтобы можно было 
перевести на ее язык греческую геометрию. Нужны были только 
гениальные `люди, которые совершили бы это. Любопытно, ч!о 
Декарт еще не сделал определенного выбора для обозначения 
абсцисс через х. Этого не сделали и его ближайшие преем- 
ники. Если мы произведем все выкладки по нашему способу, 
то мы станем исходить из уравнения эллипса 


Г о 
Хх — у — а?‘ 


Поэтому уравнение касательной в точке Х, У кривой будет: 


, ‚ 
ХА (У+ И 1’ 
или 


г г [@ 
ху (5—= 5 У. 


Уравнение пер :ендикулярной к ней прямой будет: 
г | 
«(=-- и) = ух 


Прямая, параллельная этой прямой и проходящая через точку Х, У, 
иначе говоря, нормаль к кривой в С, имеет поэтому уравнение: 


их) [5-7 ’)=Ь-©- У) Хх. 


Чтобы получить точку Р, надо положить в этом уравнении 
Хх —=0, тогда у= АР будет: 
| г 
—=-— —— УИ 
У— 5 р 


что в точности совпадаз?т с декартовым равенством: 
Г Г 
< — — — —- 
У— в т 5 


Читатель сам сумеет разобраться в других частностях способа 
изложения и вычисления Декарта. Укажем, например, еще на то, 
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что Декарта не интересует вовсе вопрос о получении „уравнения“ 
нормали или касательной, он довольствуется геометрическим 
определением их. Только в конце ХУШ в. стали систематически 
рассматривать уравнения црямых. 


УШП 
Гипербола, отнесенная к своим асимптотам 


Из „Еюйтоп 4 Ое Веаипе 11 Сеощеаш ВепаН Оез Сайез Мое 
Ьгеуе5“, впервые вышедших в качестве приложения к латинскому пере- 
воду декартовой „Геометрии“: „деотеа а Кепаю Пез Сайез Аппо 
1637 СаШсё е4Ца; пипс афет сиш М№4Н$ Еюйтоп@ Ое Вегаипе, .ш Цп- 
сиаш ТаНпат уУ.тза & сотитег{аг!$ Шизнафа, Орзга аи $иаю Ргап- 
с15сЕ а Эспоофеи,...° Гиваиш Ваауогит (Лейден) СЭ 1ЭС ХИХ (1649). 
Значительно дополненное издание, Амстердам, 1659, 


Стр. 142 (изд. 1659, стр. 126 и сл.). Но, если в уравне- 
нии не имеется ни х?, ни у, а ху— этот случай не встре- 
чается ни в уравнении проблемы Паппа 1), ни может быть 
связан с формулой, получаемой из этой (проблемы) (143), — 
то это может вызвать некоторые трудности, которые мы и 
хотим поэтому устранить. 

Подобное уравнение содержит, самое большее 4 члена, 
именно, один с х без у, доугой су без х, третий с ху и, 
наконец, четвертый, в котором нет ни х, ни у. Все много- 
образие случаев сводится к 17 формулам уравнений и по- 
строений, помещенным на одной из слэдующих страниц 
(имзнно 145) 2). С их помощью можно увидеть, каким обра- 
зом рассматривазмое (геометрическое) место постоянно приво- 
дит к гиперболе, а также, что неопределенные линии 3) суть 
асимптогы или параллельны последним. 

Пусть, действительно, дана по положению линия ВН (фиг. 34), 
и возьмем на ней точку 4. Примем линию АХ за х, прове- 
дем линию ХТ, которую мы примем за у, причем она может 
образовать с АХ любой угол, и продолжим ее без-ранично. 


1) Это первый, рассмотренный Декартом большой пример (см. выше, 
№ \1). В полученном там уравнении конического сечения нет того ча- 
стного случая, когда ху Рходит без д? и у2. 

2) 17-е уравнение, рассматриваемое в основном тексте, гласит: 
ху + су 6х — а} >0. Из него получаются остальные 16, если взять 
6, с, 4 с другими знаками или принимать. их равными 0. Но отсутствуют 
все те формы, в которых сумма положительных членов равна нулю, 
так как Дебон, разумеется, не помышляет сб отрицательных х, у. 

3) Он имеет в виду направления х, у, т. е., как мы бы сказали, 
направления осей. 
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Затем проведем параллельно к ВН линии ОК')..., Лак что 
ОК будет внизу ВН... Проведем также линии @©ОД, РАЕ..., 
параллельно ХУ или (0, так что линия ОД пересекает ли- 
нию ХА, если последнюю продолжить за А (144). Если все 
ъто сделано и если описать, согласно 4-й теореме П книги 
Аполлония о конических сечениях А : 
гиперболу 2), которая проходит через 
‚ точку У и асимптоты которой суть 
| те линии, к которым относится лю- 
| бое из построечий (17 случаев) 
(в данном случае РО, ОК), то, со-ь 
гласно теореме 12-й той же самой И О И 
книги 3), ясно, что все прямоуголь- 0 
ники, построенные одинаковым обра- Фиг. 54. 
зом по отношению к этим линиям, 
равны между собой. Таким образом остается только доказате, 
что асимптоты и прямоугольник каждого из (17) уравнений 
были правильно построены. 

Построим, поэтому, гиперболу, согласно последнему (17-му) 
уравнению (ху су--5х — 4200); пусть она проходит 
через точку У, и пусть асимптоты будут ВО и ОО; далее, 
пусть прямоугольник на отрезках ДО и СУ равняется дан- 
ному прямоугольнику (т.е. прямоугольнику, равному) @/-|- 6с. 
Если, таким образом, мы сделали, согласно построению, линии 
АХ ох, ХУху, АВ Ос, ВО или ХОЗ, то ВХ или 
ОС равно х с, а СУ (равно) у. Если перемножить их 
между собой, то получится бе 6х су- ху для прямо- 
угольника на отрезках ОС, СУ, равного, с другой стороны, 
также 4}--6с. Если теперь отнять у обеих сгорон общий 
прямоугольник дс, то останется ху су (146) + 6х Фар 
т, е. заданное уравнение. Аналогичным образом можно дать 
доказательство для прочих уравнений и построений. 


+) У Дебона есть ряд других прямых линий для тех разных слу- 
Чзев из 17, в которых БВ, с, а, } не имеют одного и того же значения на 
рисунке. Я оставлял выше лишь те линии и буквы, которые относятся 
к рассматриваемому в основном тексге случаю. 

3) Там показывается, как построение гиперболы по двум асимптотам 
и одной точке может быть приведен> к первоначальному опргделению 
гиперболы. 

3) Теогема эта гласит у Аполлония самым общим образом: если 
провести из какой-нибудь точки гяперболы отрезки к каждой асимптоте 
в направлении, постоянном для соответствующей асимптоты, то произ- 
ведение обоих отрезков постоянно. 


10 Валейтвер, Хоестомагиз. 145 


| Впрочем мы могли бы свестг все многообразие этих 

| Уравненый к меньшему числу их, если бы мы превратили 

| одчу из неопределенных величин в другую (поэтому уравне- 
ния, допускающие эту замену, мы расположили по порядку 
друг за другом) 1). В этсм случае мы могли бы включить 
также построение тех (уравнений), в которых не имеются на- 
лицо все четыре члена, в число тех уравнений, у которых 
даны все (члены). Но, так как нам пришлось бы тогда вы- 
сказаться гораздо более подробно и вопрос был бы менее 
ясным, то мы прэдпочли возпользоваться изложенным ме- 
тодом. 


Пояснительные замечания. Уже в 1639 г. Дебон ?) 
послал Декарту свои примечания и дополнения к декартовой 
„Геометрии“. Декарт одобрил их. В то время было еще совер- 
шенно необычным явлением, чтобы философские или математи- 
ч2ские труды, вроде декартова „01$с0иг$“ с его приложениями, 
выходили на каком-нибудь национальном языке (который был 
бя в этом случае непонятен для ученых иной национальности). 
Поэтому в скором времени Ф. фан-Скаутен (Зспобеп) из Лейдена 
приступил к латинскому переводу „Геометрии“, снабдив его соб- 
ственными комментариями. 

К этому изданию были присоединены примечания Дебона 
тоже в латинском пергводе. 

И Дебон, как мы видим, непосретственно примыкает к Аполло- 
нию, и он также не отдает себе еще полного отчета в зна- 
ках координат, но, с другой стороны, у него наблюдается не- 
привычная в наше время общность при выборе угла координат 
(хотя на чертеже он нарисован прямоугольным), что тоже вос- 
ходит к Аполлонию. 

Интерес представляет еще заклочительный абзац, где Дебон 
говорит, что он мог бы, собственно, написать только одно урав- 
нение (именно 17-е) и вывести из него все остальные формы, — 
точно так, как поступили бы мы в настоящее время. Но для 
тогдашнего времени такой подход к вопросу носил еще слишком 
общий характер и был, поэтому, слишком труден. Правда, уже 
Декарт поступил таким образом в случае так называемой проб- 
лемы Паппа. 


1) Скобки в орнгинале. Так, например, расположены друг за другом 
ху + су вх и ху 9х осу. 

3) Имена такого рода пишут теперь, большей частью, как одно слово, 
между тем как в те времена их обыкновенно писали раздельно. 
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[Х 


Первые формулы для замены координат 


Из „Егапс!5с{ а Зспос{еп ш Сеотеат КелаН Оез Сай&ез Соттегйа- 
111“, содержащихся в „@еоте{а а Кепаю Оез Сагф.$ ес.“, ед. Эспо<еп, 
Лейден, 1619 (см. № УШ. 


Стр. 191 (изд. 1659, стр. 176 и сл.)... Отсюда ясно, 
что хотя очень важно, какие прямые 1) выбирают для неопре- 
деленных величин, дабы получить краткое и легкое уравнение, 
но линия всегда (192) оказывается относящейся к одному и 
тому же ролу (5епе!з), каким бы образом их (переменные) 
ни взять. 

Я оставлю без рассмотрения другие виды или формулы 
уравнений, обозначающих одни и те же кривые, хотя их 
имеется несколько. По этсму по- 
воду я замечу, что все многооб- 
разие таких уравнений вытекает 
только из различного отношения 
этих кривых к различным прямым 
линиям. Чтобы показать, какая 
получается разница, если относить 
какую-нибудь кривую линию к раз- 
личным прямым, положим, что Фиг. 35, 
имеются две заданных по положе- 
нию прямых личии АВ, ОЕ, пересекающихся в О (фиг. 35); 
пусть С будет точкой на кривой. Возьмем на АВ точку А 
и опустим из точки С на АВ перпендикуляр СВ, чтобы 
отнести точку С к некоторой точке прямой АВ. Я на- 
зову АВ —х‚, аВС— у. Далее, так ‘как заданы по положению 
АВ, ОЕ, и, значит, дана также и их точка пересечения 
р, то мы имеем и прямую ДА и также АБ, перпенди- 
кулярную к АВ и пересекающую ОН в Е. Наконец, опу- 
стим из С перпендикуляр С@ на ОН и продолжим СВ до 
пересечения с прямой ОЕ в точке Н. Допустив все это, по- 
ложим, для того чтобы найти прямые ОО, СС, выражающие 
отношение точки С к точке (, РАХФа, АЕХЬ. Отсюда 
слелует, что, так как АВ есть ?) © х, то РЕ Фа-х. Так как, 


1) Путаницу вносит то обстоятельство, что здесь (как и раньше, на- 
чиная с древности) не проводится различия между „прямой“ и „отрезком“. 
Технический термин „отрезок“ вошел во всеобщее употребление лишь 
благодаря работам Я. Штейнера ($4етег) с 1833 г. 

3) В оригинале так и стоит: „сим АВ 5 ох". 
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ввиду подобия треугольников ВРАЁ, ОЮЬН, БА относится 
к АБ, т.е. а кб, как ОВ, т.е. ах, к ВН, то ВН» 

6. 
Хх ря Если прибавить к этому СВЮу, то все СН 


|, | 
ху =. Далее, так как треугольннк ДАЁ прямоуголь- 


ный, то квадрат ОР равен квадратам 1) ОДА и АЕ; поэтому 
(193) РЕХ Иа? -- 62. Следовательно, так как О.А относится 


к АР, т.е. ак Иа? 5? 62; кк ОВ, т. е. ах, к ОН, то 
последнее 


о Еужы 2 -- 62, или Ия У@- 2. 


Соответственчым образом, так как, ввиду подобия тре- 
угольников РАД, НОС, БР, т. е. И а? -- 62, относится к РА, 


х 
т.е.кр, как СН, т.е. У о > ‚ относится к // Ц, то имеем?) : 


абу - а2? -- 62х 
Ив — 
———_— хХ —_——— 
Если вычесть это из ОН® У -- + ие ь, 


а‘ а?х —абу и с? {- ах — бу 
ав ’ Иа 5? — 


Наконец, так как ОЕ относится к р, т.е. И 42+ 6? 


нах 


то  остаетя ра» 


относится к а, как СЫ, т, е. Уь+ = относится к СС, 


то имеем: 
сах ар 6х ау , 


Иа 2 —- 2" 


Отсюда видно, что вся -разницл, получающаяяся от того, что 
точки С кривой один раз относят к точкам прямой АВ, 


{) Так была формулирована уже по-гречески у Эвклида (Г 47) 
пифагорова теорема. Мы выражаемся правильнее, говоря „равен сумме 
квалратов“. 

2) В тексте здесь несколько раз встречаются отдельные строки для 
формул, ибо в противном случае представились бы трудности для типо- 
графского набора. Читатель, вероятно, смог заметить, чго текст ориги- 
нала сплошной, без абзацев, насколько это только возможно. 
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а другой раз — к точкам прямой ОР, заключается лишь в том, 
что если принять за неопроделенную АВ, то СВ выражается 
через у, но СС через 


2 — 
аб Вх + ау и ОС через а? ах ВУ. 
Иа? 6 Иа? - 62 


‚ Так что если у дано в виде, подобающем ему согласао 
свойствам кривой, то существует одновременно отношение, 
которое точки С кривой имеют к точкам как прямой 28, 
так и прямой ОР. Это можно было бы показать таким же 
образом и для всяких других заданных по положению (прямых) 
линий, если бы мы не стремились быть, по возможности, 
краткими. 


Пояснительные замечания. Вышеприведенное пред- 
ставлхет дальнейшее развитие мысли, высказанной Декартом 
(см. выше, № \]}, именно что (выражаясь по-современному) от 
замены осей координат другими осями не изменяется „венге“ 
кривой, причем Декарт имел в виду, собственно, не степень 
или размерность, а ошибочно объединял в один репге кривые 
двух следующих друг за другом степеней. Дополнения к этому 
`Скаутена очень интересны, но все же не полны. Он рассматри- 
вает не только применявшееся уже Ферма и Декартом параллель- 
ное перснесение координат, но вводит совершенно новую сис- 
тему осей, повернутую относительно прежней системы на некоторый 
угол, причем только выбор новой начальной точки не вполне 
произволен. Но это повлекло бы за собой только незначитель- 
ное изменение. Скаутен выражзет новые координаты, которые 
мы назовем & из (С@=1, ОО ==) через старые координаты 
х, у. В настсящее время мы получаем для уравнения ОР в 


х 
прежней системе сейчас же РУ =. Тогда легко по- 


лучается: 
Хх ау- а 
Ия я 
Далее, для уравнения СС в прежней системе (текущие коорди- 
наты Х, У) имеем: 


ИЛН 
ия аХ-!- БУ (ах — бу) — 0, 
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а отсюда, опять-таки, перпендикуляр ОС из точки О (—а, 0): 


__ вх — бу а? (2) 

Умы 

У Скаутена имеются формулы (1) и (2). Но так как у него 
уравнение кривой написано в координатах х, у, то, собственно, 
он должен был бы обратить эти формулы, чтобы получить урав- 
нение кривой относительно новой системы. Вряд ли он имел 
это, действительно, в виду, и я уже выше высказал сом- 
нение, давал ли себ? сам Декарт ясно отчет в значении своей 
фразы, что фактически „степень“ уравнения не изменяется от 
такого „линейного“ преобразования координат. 

Обращенные формулы для х иу гласили бы: 


3 


а 61 
"Туяя ^ и 
— Е а 
=————_—_—_о 4 
7У—унря (4) 


Формулы эти ясно указывают на наличие вращения и параллель- 
ного перенесения (последнего на — а, 0). По сравкению с нашим 
методом любопытно отметить, что не вводится (острый) угол д 
при Ш) (хотя к этому времени тригонометрия давно уже была 
достаточно развита; ср. П часть). Формулы (3) и (4) гласили бы 
в этом случае: 


Х=6с058 | 138 — а, (3*) 
у— — &зт8-- 1 со$ 8. (4*) 


Это — употреблясмая нами теперь форма преобразования, кото- 
рую с помощью угла 6 мл выводим, разумеется, иначе, 


Х 


Первое уравнение поверхности в пространственных координатах 


Из Моиуаих Е!етеп$ 4ез ЗесНоп$ сот диез, 1ез 4зих реотеёчиез, 
1а Сопз4гисНоп, оц ЕЙесНоп 4ез ЕдиаНоп$, раг М. 4е Га Ние 4е Г’Аса4е- 
пие Коуайе 4ез З4епсез. А Ра1!з.., МОСЕХ ИХ. 


Стр. 209. Чотзертый пример неопределенной проблемы. 
Пусть дана в некоторой плоскости прямая линия ОВ не- 
определенной длины по направлению к В, и точка О на эгой 
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линии (фиг. 36). Требуется отыскать вне этой плоскости точку 
[ такую, что если провести [В перпендикулярно к ОВ, то 
часть ОВ вместе с некоторой заданной прямой линией (отрез- 
ком) а равнялась бы ОГ. 

(210). Прежде всего я обращаю внимание ка то, что для 
определения точки, лежащей вне некотсрой плоскости, по 
отношению к заданной в этой плоскости прямой линии, не- 
обходимы тги условия: 1) величина перпендикуляра ЁА из 
точки [ на плоскость, 2) перпендикуляр АВ из точки А на 
данную линию ОВ и 3) часть ОВ этой линии` между точкой 
О и точкой В. Поэтому, я положу ОВФх, АВХу, [АХУ, 
что представляет три неизвестяых, а известной будет а. 

(211). Так как углы ГАВ, АВО и, значит, также [ВО 
прямые, то ОЁ равно корню из трех квадратов [А, АВ и ВО 
вместе; но ОЁ должно равняться ОВ плюса. Р 
Поэтому, в аналитических выражениях 


имеем уравнение: а хх у хх- уу-Р эт, 
а если, желая уничтожить знак корня, 


мы умножим каждую сторону (раг@е) урав- 
нения на самое себя, то мы получим аа 
-- 2ах | ххх хх уу-- 99, что сведется 
к аа--2ах» уу-- 90; и так как нет ни- Фиг. 36. 
каких средств найти другие уравнения для 

удаления каких-либо неизвестных, то отсюда следует, что проб- 
лема неопределенна. 

Легко заметить, что в первых трех примерах неопределен- 
ных проблем недоставало только одного условия, чтобы 
сделать их определенными, в четвертом же примере их не- 
хватает двух. 


а 


(213). Геометрическим местом называют каждую 
прямую или кривую линию или поверхность ит. д., все точки 
которых имеют одно и то же отношение к точкам одной и 
той же прямой линии относительно одной из ее точек. 

...(В качестве примера геометрического места на плоскости 
приводится прямая.) 

(215). Точно так же, чтобы узнать отношение точек [.. 
некоторой поверхности к точкам некоторой прямой линии ОМ 
(фиг. 37), падо провести через линию ОМ плоскость ОМБ 
и из каждой точки Ё поверхности провести линии [В пара, 
лельно друг к другу до плоскости и линии ВМ также пара: 
лельно друг другу до ОМ. Но я не намерен говорить здехь 
об этого рода геометрических местах. 


у 


Пояснительные замечания. Ла-Гир (Га Не) написал 
небольшую, легко доступную книжку. Как видно уже из загла- 
вия ее, она состоит из трех частей: первая из них содержит эле- 
ментарное учение о конических сечениях, между тем как во второй 
и третьей употребляются координаты совершенно в духе Декарта. 
Третья часть содержит то, что мы назвали бы „графическим 
решением уравнений“ с помощью геометрических мест, разъяс- 
ненных во второй части. 

Вышеприведенное представляет все, что ла-Гир дает относи- 
тельно пространственных геометрических мест; но оно достаточно 
интересно, ибо здесь впервые, вообще, дана формула подобного 
места. Декарт только в конце второй книги своей „Геометрии“ 
указал вкратце на возможность аналитического рассмотрения 
прсстранственных кривых с помощью двух проекций, а у Ф.рма 

в в одной из его позднейших алгебраиче- 

Г. ских работ имеется намек на то, что он 

имел в виду такое же распространение ко- 
ординат на пространство, что и ла-Гир. Ла- 


8 9 гировское обобщение сделано совершенно 

в духе данного Ферма и Декартом опре- 

0 ГТД деления координат. Остальное так просто, 
Фиг. 37. что вряд ли нуждается в каких-нибудь разъ- 


яснениях. Ла-Гир не исследует, какую 
поверхность представляет построенное им геометрическое место. 
Сумел ли бы он это сделать? Во вёяком случае для нгс этот воп- 
рос не представляет никаких затруднений. Действительно, если по- 
ЛОЖИТЬ 2 -|- 92 —22, то мы получаем уравнение параболы: 


22 — дах -| @?, 


вращение которой вокруг оси х (т. е. прямой АВ) дает искомую 
поверхность параболоида вращения. 

Я сомневаюсь, чтобы ла-Гир связывал что-нибудь реальное 
со словами „ит. д.“, находящимися на стр. 213 его книжки после 
слова „поверхность“. Вэдь в э:ом случае ему пришлось бы иметь 
в виду геометрическое место трех измерений, которое, следова- 
тельно, должно было бы лежать в пространстве четырех измерений. 


Хх 


Установление уравневия гиперболы 


Из ТтаН6 ага1уНаце 4ез зесНоп$ сошчие$ е{ 4е 1еиг и‘:аре роиг 1а 
ге о1а ол дез едиа\Цопз$ Чап$ 1ез ргоБ16те$ {ап{ а&{егпипех ди’\пааегите?. 
Оцутаре роз1пинп:е 4е М. [е Магдиз 4е ГНозр {а1.... А Райз., МОССМУЦ. 
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Предварительные замечания. Чтобы не слишком 
перегрузить нижеследующий текст, я, несмотря на весь истори- 
ческий интерес оригинала, передам введение к приводимому мною 
стрывку в современном виде. Изложение Лопиталя (Т.’НозрИа!) 
Усложнено потому, что он все еще считает необходимым брать 
вторую точку М на „противолежащей гиперболе“—{(дословно, по 
Аполлонию) и рассматривать одно- 
временно и ее, и потому, кроме того, 
что он различает всегда случаи, 
когда Р лежит между фокусами Ри / 
или вне них (фиг. 38). Тогда еще не 
была осознгна общезначимость „фор- 
мулы“, это важнейшее достижение 
„аналитического“ метода. 

Логиталь полагаег на рисунке 
(упрощенном по сравнению с ориги- 
налом, но с сохранением всех обо- 
значений его) ЕМ — //М = Аа =—=211}; 
иначе говоря, СА —=Са==Ь далее, 
СР =х, РМ = у, СЕ== С/У= т. Крс- 
ме того, наносят АД — МР, благо- 
даря чему а)==МЬ и СР полагают равным 2. Благодаря 
этому АБ—=МЕ=2--Ь а)р==М/=2—. Так как далсе 
Ру=т—х, РЕ=т-Рх, то в обоих треугольниках РИ] и 
РМЕ имзем: 


Фиг. 38. 


(2— 1,2 = у? + (т — х)?, 


(2-1) = у -Н(т-- х)?, 


тх 
откуда, путем вычитания, получаем: 221 == 2тх и г=—. 


Кроме того, на рисунке наносят еще АВ = Аё = т, так что 
СВ = С —=У т? — =. Под „первой осью“ Лопиталь пони- 
мает то, что мы назызаем „действительной осью“, „вторая ось“ 
соответствует нашёЙ „мнимсй оси“. 


1) Из рисунка видно, как на основании этого свойства получается 
гипербола. Вокруг Р вращается линейка, в р и О прикреплен 1мнурок, 
прижимаемый в М штифтом к линейке. Насколько уменьшается при 
движении длина шнурка ОМ, настолько увеличивается длина линейки 
РМ, так что разность ЕМ — М остается ири движении линейки посто- 
янной (= Аа\. 
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Стр. 52. Положенив ЦП. ТЕОРЕМА 


79. Квадрат какой-нибудь ординаты РМ по отнощению 
к первсй оси Аа относится к прямоугольнику на АР и Ра, 
отрезках этой продолженной оси, как квалрат ее сопряженной 
(оси) Вёф относится к квадрату первой оси Аа. 

Требуется доказать, что РМ?. АРЖРа: : Вё?. Аа?. 

Пусть даны те же вегци, что и в предшэствующем положе- 
нии, тогда, если в полученном из прямоугольного трэугольника 
МЕЕ уравнения 22 -- 212 4 И = у хх-=2тх тт поло- 


тх 
жить вместо г его значение =’ имсем всегда уравнение 


Нуу = ттхх — ттн —Ихх -- И, которое, приведенное к про- 
порции, дает РМ*(уу). АРЖРа (хх— И): :(53) ВС? (тт — Ц). 
С а? (Н)::В62.Аа?. Что и требовалось доказать. 


Дополнение |[ 


Основоположное дополнение П 


81. Если обозначить через 2# первую или вторую ось Аа, а 
сопряженную с ней В черзз 2с, ее (относящийся к оси Аа) 
параметр через р, каждую из ее ординат РМ через у и каж- 
дую из ее частей СР между _центром и основаниями ординат 


чергз х, то всегда имеют РМ? (уу). СР2-Е СА? (хх-ЕИ) 


Во? (4сс). Аа?(4Н)::р. Аа (28). Дэйствительно, по определению 
4 
Параметра Аа(28.8В6(2)::В6(26).р= о. При этом надо 


иметь в виду, что знак — следует взять, если ось Аа перзая 


и что тогда вместо СРЗ— СА? можно взять прямоуголь- 
ник АРХ Ра, равный ему (этому выражению). Наоборот, 
следует взять знак ‚если ось Аа вгорая. Если перемно- 
жить сперва крайние и средние (внутрэнние) (члены) первой 
пропорции уу.хх-ЕИ: :4сс.4И, затем члены другой про- 


—_ ххсс 
порции уу. ХЖТЕИ:- :р.2., то получится уу == < и 


хх 
уу=55: +1 5 2. Так как свойство это присуще всем то’:кам 


 противолежаших гипербол и так как (54) оно определяет их 
положения относительно осей, то отсюда следует, что уравне- 

ссхх рхх | 
ние уу и = —- сс или Ур --- — 5 — Рё вполие выражает 
их прнроду по отношению к асям. 
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Пояснительные замечания. Книга Лопиталя — это 
толстый том {п ацайо с 285 рисунками на 32 гравюрах на мели, 
прекрасный труд для тогдашкего времени. Разумеется, аналитичс- 
ским методам Лопиталь научился у Декарта, но интересно, что 
в алгебраическом способе обозначения он еще более Декарта 
примыкает к англичанам. Уже употребление строчных букв 
имеёг своим автором Г. Гарриота (Нато) „(АгН$ апау{сае ргах!з“, 
Лондон, 1631). Гарриот усвоил также знак равенства своего зем- 
ляка Р. Рекорда (ВесогАе, 1557), который Декарт не принял. 
Лопитгль снова начинает пользоваться им. Далее, Лопиталь пи- 
шет пропорцию а:6==с:4 (так, впервые, — лишь у Лейбницз, 
1693) в виде а.б::с.4 (где точки являются просто лишь точками 
разделения), согласно вышедшему во многих изданиях так назы- 
ваемому „С1!а\з$ тафешаНсае“ („Математический ключ“, 1 изд., 
Лондон, 1631) В Оугреда (Оцевне4). Декарт старался заменить 
пропорции (греков) равенствами, что, правда, не всегда еще уда- 
взлось ему. Лопиталь же снова придает изящным равенствам 
форму пропорций, находя это, очевидно, более удобным для се5я 
и для сгоих читателей. 

В остальном изложенная выше задз‹ча не представляет ни- 
каких трудностей, если только положить в соответствии с нашим 
употреблением = а, с=6, т=е(т? ==с2--Й). Положение П 
утверждает для гиперболы то, с чем мы познакомились уже для 
случая эллипса у Архимеда, именно, что (пользуясь нашим обо- 
значением) 


— —= - 


26? 
если принять по-старинному р равным —. Этим уже дано соб- 


ственно уравнение гиперболы. ._ 

Но дальнейшие рэссуждения Лопиталя в дополнении П пере- 
гружены еще тем, что он принимает за ось х-ов одновременно 
и так называемую мнимую ось. Мы бы дали это в виде допол- 
нения и сказали бы, что если уравнение имеет вид: 


2у2 
2—0 * 
р 


— СЗ, 


откуда тотчас же получается привычная нам форма 
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То, после обмена местами осей и одноврэменио Ёи с, оно бу- 
дет гласить: 


р -2 
2. — ”_ 1, 
С? р 
или же 
Хх? У __ | 
а“ 
ХИ 


Фокусы эллипса 


Из „шфодисНо ш апа1уза 1пНиЦ{огит“. Аисюге Г опВаг4о Ещето... 
Таи аппае.., МОССХГУШ. Тотиз зесип4и$. 


Предварительные замечания. 
Эйлерово „шёойЯисНо“ (см. часть П, № ХХ!) 
содержит только две небольших главы о 
конических сечениях вообще, и о их 
классификации, которые, однако, как и 
все в этом замечательном труде, пред- 
ставляют значительный прогресс по срав- 
нению с работами предшественников Эй- 
лера. В 5 125 (т. П, стр. 61—62) Эйлер за- 
ныхается решением задачи, как, зная про- 

Фиг. 39, извольную пару сопряженных диаметров, 
найти сопряженные взаимно перпендику- 
лярные диаметры. К этому примыкает нижеследующее. 


Стр. 62. 

126. Итак, пусть СА & СЕ будут оба сопряженных пер- 
пендихулярных друг к другу полудиаметра конического сече- 
ния (фиг, 39), которые сбыкновенно назызают главными диа- 
метрами, и пусть они пересекаются под поямым углом в центре С. 
Пусть абсцисса СР==х, срдината (аррИсаа) РМ ==у, 
тогда, как мы видели, уу=а— Вхх, и если полудиаметры 


обозгачить АС=а, СЕ=фё, то а=088&В = 5 ‚ откуда 


аа 

обхх 
уу=88 — —. Так как это уравнение не изменяется, возь- 
мут ли х&у положительными (аНгтайуае) или отрицатель- 
ными, То из него следует, что кривая имеет четыре подобных 
и равных части, расположенных по обсим сторонам диаметров 
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АС&ЕР. Дейслвительно, квадрант АСЁ подобен и равен Квац- 
ранту АСР и два равных им квадранта лежат по лругую сторону 
диамзтра ЕР. 

127 Всли из цеятра С, который мы примем за начатб 
(рго шо) абсци:с, проведем прямую СМ, то она будет 


=У ху) = (66 — Их) 


Отсюда следует, что если возьмем ф=а или СЕ==СА, 
СМ =У 65=—=6—4а. Значит, в этом случае все прямые, прове. 
дзнныз из центра С к кривой, равны между собой (63). Так 
как свойство это принадлежит кругу, то отсюда следует, что 
коническое сечение, у которого дза сопряженных главных 
диаметра равны между собой, есть круг. Таким образом, если 
положить СР = х & РМ =у, то уравнение его в прямоуголь- 
ных координатах (и\{ег Соогта:аз ог!озопа!ез) гласит уу == 
=аа — хх, где СА == а есть радиус круга. 

128. Но если не имеет места р==а, то прямая СМ ни- 
когда не сможет быть выражена рациональным образом че- 
рез х. Однако существует другая точка О на оси, по отно- 
шению к которой все проведенные до кривой прямые ДМ 
могут быть выражены рационально. Чтобы найти эту (точку), 
положим СР =], тогда, так кк ОР=У—х, ОМ? = }и— 


— 2х хх 7% > маи хх. Это 


ук Ч 
(ва — 56) (66-1) 


аа 
или 0 —аа — 86 —\, откуда /‚—=-НУ (аа — 55). Таким об- 
разом на оси АС имеются две таких точки по обе стороны 
центра, на расстоянии СО =У (аа — 26). 


выражение становится квадратом, если №=— 


Но тогда: ОМ? = аа — 2ху (аа — 85) ея ‚и, 
отсюда, ДМ =а — кр ао —22) Ас Для СР=0 


ОМ = рЕ =а==АС\), но если принять абсциссу СР = СО 
или х =У (аа — 26), то прямая ОМ переходит в ординату ОО и, 


СЕ? 
таким образом, Ра = а =7с, 


пропорциональной к АС & СБ. 


или ОС становится третьей 


1) У Эдлера кривая, очевидно, по ошибке гравера, представляет ок- 


ружность, так что указанные отношения длин не согласуются между со- 
бой. Я исправил рисунок. 
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Пояснительные замечания. К заголовку (фокусы) от- 
носится собственно только $ 128. Но 5 127 служит естественным 
введением к этому, а 5$ 126 я прибавил еще для того, чтобы 
показать, насколько подвинулся вперед по сравнению с своими 
предшественниками Эйлер, хотя он все еще говорит о „началь- 
ной точке абсцисс“: из наличия квадратов х и у он умозаклю- 
чает о двойной симметрии, т. е. осмеливается принимать отрица- 
тельными как х, так и у. До Эйлера это сделал впервые Ныотон 
в своих исследованиях о кривых третьего порядка (опубликованы 
в 1704 г.). Прежде чем заняться & 128, я хочу еще указать, 
что в 6 129 введены названия — для фокусов „Рос!“ или 
„ОтЬьшШе“ (собственно пуповинные точки’, затем, уже известные 
нам в большинстве названия „Ах]!$ Чгапзуегзиз“ для а и ее „Ах! 
соп]исаз“ для 6, и название „полупараметр“ (Зепирагатёег) 
для ОО, так как сам параметр есть двойная ООС (называемая 
„Огатаа“) и он имеет еще название „1а из гесфит“. 

В $ 128 Эйлер разыскивает на оси АС такие точки О, что 
ОМ становится рациональным. Это — фокусы. Он находит выра- 
жение 


ТЫ 


которое должно быть квадратом. Эйлер рассматривает его как 
квадрат 


_—_—_—_ х _- 
У — Иа. 


Если взять удвоенное произведение этих членов и приравнять 
его — 2/х, то получается эйлерово условиз, из которого следует, 


что /—=-У а? — 2. Мысль о введении фокусов не так неожи- 
данна, как это может показаться на первый взгляд. Правда, 
я не знаю ни одного математического труда, который мог бы 
дать размышлениям Эйлера толчек в этом направлении, но, оче- 
видно, он знал из астрономии, где уже Кеплер (еще в 1609 г.) 
использовал полярные уравнения эллипса, хотя и не под этим 
названием и не в современной форме, что „радиус-вектор“ эл- 
липса по отношению к фокусу можно выразить рацнональным 
образом через х. 

Положим ДМ = р, а << МЬОС==0 возьмем в качестве полярного 


ух 


угла, тогда мы имеем, по Эйлеру, прежде всего, р=@——. 
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Так как }—Х-==0с0з 0, то положиз еще, согласно нашему 
е 
обычаю, /=еи — == (эксцентриситет) — легко получить: 
а —= а? — е? | ер со ®, 


р? р 
= = = 


— а—есо5ю 1—ес05®’ 


обычное уравнение эллипса в полярных координатах, где р на 
этот раз положено на современный манер равным „полупараметру“ 


2 
6—7. 
а 


Отметим еще, что Эйлер вместо употреблявшегося Декартом 
знака радикала, снова пользуется малопрактичными скобками. 
В других отношениях алгебраическая символика Эйлера почти 
не отличается от современной, 
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Парабола как предельный случай эллипса 
Из 1. Ещег Шпно4исНо“ (см. № ХИП), т. П, Лозанна, 1748. 
Стр. 72. 
147. Если отсчитывать абсциссы от вершины А и если 
положить АР=х, РМ —=у (фиг. 40), причем а— х теперь 
есть то, что раньше было х, то получают следующее уравнение: 


ЬЬ 206 266 
уу = — (2ах —хх) =—х — — хх, где, очевидно, —— есть 
аа а аа а 


параметр или „[аиз тебит"“ (см. ч. Ш, № Ш) эллипса. Положим 
половину [аз гефит или ординату в фокусе =с, & рассто- 
яние фокуса от вершины АЁ=@, в таком случае: 


|/Г 
= = &а— У (аа — 55) =4а=а—У (аа — ас). 
Отсюда получают: 2а4 — 44 =ас & а = аа 
д у — — 2а—е' 
с (24а —с)хх 
следовательно, уу— 2х — м 


Это (73) уравнение эллипса между прямоугольными коор- 
динатами хи у, причем абсциссы отсчитываются на полуоси АВ 
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от взршины А. Это угавнёние зависит от данного расстояния 
фокуса отвершины АР = 4 & от половины 1афиз тесит ; при этом 
следует иметь в виду, что 24 должно всегда быть больше, чем с, 


148. Если 24 = с, то уу = 2сх, это — уразнение, получен- 
ное нами выше для параболы; действительно, вышеприведенное 
уравнгние уу==а -- Вх приводится к этой форме, если начало 


а 
абсцисс перенести на отрезок (фегча Ио) =. Пусть, следо- 


вательно, МАМ будет парабола (фиг. 41), природа которой 
выражается уравнением уу == 2сх между абсциссой АР=х& 


м р 
А В 
У Е 
А 
Фиг. 40. Фиг. 41. 


ординатой РМ = у. В соответстзии с этим расстояние фокуса 
1 
от вершины АР=4.= 5 ©, & полупараметр ЕН =с и по- 


всюду РМ? =2ЕН- АР. Отсюда следует, что если взять абс- 
циссу АР бесконечно большой, то одновременно с этим вы- 
растают до бесконечности ординаты РМ & Р№. Поэтому кри- 
вая простирается по обе стороны оси АР до бесконечности. 
Если же взять аэсциссу х отрицательной, то ордината стано- 
вится мнимой; поэтому, оси внз А по напразлению к Т не 
соответствует никакая часть кривой. 

149. Так как уравнение эллипса пер>ходит в уравнениз 
параболы, если принять 24 = с, то ясно, что парабола не что 


иное, как эллипс, полуось которого а== бесконечна. 


24—с 
Поэтому все свойства, найденные нами для эллипса, можно 
перенести на параболу, если дать оси а стать бесконечной. 
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1 1 
И, прежде всего, так как АР=- с, то РР=х— 5 с, И 


ссли затем провести из фокуса ЁР прямую ЕМ точке М 
| 
кривой, имесм Р/М —= хх—сх- < уу = хх сх 


1 
-- г сс, и, поэтому, РЕМ =х- (74) эс == АР АБ, что 


является главным свойством фокуса параболы. 


Пояснительные замечания. Я обрываю здесь рассу- 
ждения Эйлера, ибо я хотел дать только образчик его метода. 
Вопрос сам по себе настолько прост, что не нуждается ни в 
каких разъяснениях. Но в то время такой подход к делу был нов. 
Прежде лишь в самых редких случаях параболу рассматривали 
как переходную ступень между эллипсом и гиперболой. И во 
всяком случае, никем еще до того не было дано аналитическое 
изложение этой точки зрения. Упоминаемое в самом конце главы 
свойство фокуса параболы состоит в том, что каждая точка М 
параболы находится на таком же расстоянии от К, как и от не- 
которой перпендикулярной к оси и расположенной впраго от А 


1 
на расстоянии с (—=2Р/) прямой (директрисы). Это свойство 


не упоминается у Аполлония, но было, наверное, уже давно изве- 
стно в древности, хотя впервые о нем сообщает лишь Папп 
(Ш в. н. э.). В следующем параграфе Эйлер показывает еще, 
что АГ= АР==х, так что, в конце концов, РМ = РТ = РУ. 
Отсюда следует и общеизвестлое свойство отраженного в М 
луча. РМ. 


ХГУ 


Инволюция 


Из шага ОБезагвиез, ВгошШоп ргес{ филе аНение аих вувпетепз 
ез гепсоптез$ 4’ип сопе ауес ип р1ап, Райз, 1639. Перепечатано в Оеицу- 
гез Че Оезагрие$, гвиез е{ апа1уз6ез раг М. Роидга. Ран$, 1864. Тоте 1. 
Нем. перевод Цахариаса (7аспаЦаз$) „Ег${ег ЕпёииЙ ешпез УегзисН$ 
прег Че Егоеьл!55е 4ез ГизаттепеНепт$ етез Кесе!$ шй ешег ЕБепс“ 
(Оз ма14з К1аз$, № 197), Лейпциг, 1922. 


Предварительные замечания. Дезарг (Оезагеиез), 
друг Декарта, уже при жизни подвергался жестоким нападкам 
за непонятность своих трудов. Трудность понимания зависела 
не только от соверше :ной новизны содержания их для современ- 
НИКОВ, ПО от формы изложения. Масса новых специальных 
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терминов уже заранее сбивала с толку читателя. В результате 
все труды Дезарта были совершенно забыты, а большинство 
из них вообще пропало. Так, например, от „ВгоиШоп рго1ес+“ 
не сохранилось ни одного печатного экземпляра. Только благо- 
даря счастливой случайности мы, вообще, знакомы с его содер- 
жанием. В 1840 г. французский математик и историк математики 
М. Шаль (Сваз1ез) открыл у одного парижского букиниста копию 
„ВгоиШоп рго!ес{“, сделанную для себя в 1679 г. ла-Гиром 
(см. выше, ч. Ш, № Х). На основании первого издания этого труда 
(в 1864 г.) можно было убедиться, что Дезарг владел уже, хотя 
и в несколько архаической форме, всей проективной геометрией, 
вновь созданной тем временем, главным образом, трудами В. 
Понсле (Ропсее{, 1822; см. ниже, ч. Ш, № ХУ]. 

В нижеследующем „дерево“ означает прямую с ее парами 
точек, у которых прямоугольники на соответствующих отрезках 
предполагаются равными, так что АС.АС == АО. АР == АВ.АН. 


бов нЕ 6 
4 424 4 4 4 
4, 4 
Фиг. 42. 


Точка А, от которой отсчитываются отрезки, называется „ство- 
лом“ (зоисНе). Сами отсчитываемые от А отрезки называются 
„ветвями“ (,гапсНез), их конечные точки В, С, 0... „узлами“ 
(поеи@$). Отрезки между этими точками (за исключением 4), 
например ВО, — называются „побегами“ (513). Ствол А назы- 
вается „связанным“ (епгаоё) или „свободным“ (45еарб) по отно- 
шению к какой-нибудь паре точек, если в первом случае он 
лежит между обеими точками или, во втором,— вне их. Дру- 
гие выражения, как, например, „близнецы“ (о6теаих) нетрудно 
понять из самого текста. 

Нижеследующее изложение и по форме совершенно тесно при- 
мыкает к Дезаргу. 


Стр. 116 (нем., стр. 16/17). Если у дерева АН ствол А 
свободен по отношению к обеим ветвям каждой из пар 
АС, АС; АР, АБ; АВ, АН (фиг. 42), то тот же ствол, оче- 
видно, свободен и по отношению к обоим узлам каждой из 
пар; С, С; О, 2; В, Н; и оба узла каждой из пар: С, Ч; О, Е; 
В,Н, очевидно, тоже отделены (4е$тее2) от обоих узлов 
любой другой пары. 
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И, наоборот, если у какого-нибудь дерева оба узла любой 
пары С, @ отделены от обоих узлов любой другой пары 
р, Е, то и ствол А свободен по отношению к обоим узлам 
и обеим ветвям каждой (117) из пар. Отсюда, очевидно, следует, 
что если у какого-нибудь дерева НВ дан вид какого-нибудь 
одного из всех этих положений ствола, ветвей и узлов друг 
относительно друга, то этим самым дан и вид всех других 
положений прочих из этих самых вещей. м 

И, вообще, при каждом из этих обоих видов образования 
дерева (имеет место следующее). 

Как какая-нибудь из ветвей АС относится к соот- 
ветствующей ей АС, так относится прямоугольник на любой 
паре побегов ФО, СЁ, которые носит на себе эта произволь- 
ная ветвь АС, к своему соответствующему прямоугольнику 
СО, СР. 

Действительно, ввиду равенства прямоугольников на обеих 
ветвях каждой из трех пар: АВ, АН; АС, АЦ; АР, АЕ четыре 
ветви АС, АР, АО, АС попарно пропорциональны, Отсюда 
следует, что 


как АС относится к АР 
или же АД к АС , так относится СД к СЕ 


и что 


как АР АВ АЛ к т так относится СЕ к СР. 


Следовательно, ветвь АС находится в таком же отношении 
к сопринадлежной с ней ветви АС, как соединение (преиз- 
ведений) (118) отношений побега @О к побегу СЁ и побега 
СР к побегу СО, что равно отношению прямоугольника на 
побегах пары СД, СЕ к прямоугольнику на побегах соответ- 
ствующей пары СДО, СР. 

Отсюда следует, что прямоугольник на побегах СВ, СН — 
близнец прямоугольника @О, РС — так относится к своему 
соответствующему, прямоугольнику СВ, СН, близнецу прямо- 
угольника СДО, СР, как прямоугольник СО, СЕ— близнец пря- 
моугольника СВ, СН — относится к своему соответствующему, 
прямоугольнику СО, СЕ — близнецу прямоугольника СВ, СН. 

Ибо, по доказанному, прямоугольник на побегах пары СВ, 
СН, относится к своему соответствующему, прямоугольнику 
СВ, СН, как ветвь АС к сопринадлежной с ней АС. ® 

Кроме того, было также доказано, что прямоугольник на 
побегах СО, СР относится к своему соответствующему, прямо- 
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ной с ней АС. 

Следовательно, прямоугольник на побегах @В, СН — близ- 
нец прямоугольника СО, СР — относится к своему соответст- 
вующему, прямоугольнику СВ, СН, как прямоугольник @0), СЕ 
к своему соответствующему, прямоугольнику СО, СР. 

Отсюда следует, что и прямоугольник на побегах РС, РЦ 
относится к своему соотвзтствующему, прямоугольчику ДС, 
ОС, как прямоугольник ма побегах ЕВ, ЕН к своему соот- 
ветствующему, прямоугольнику (119) на побегах ОВ, ОН. 
Действительно, это отношение равно отношению ветви АР к 
сопринадлежной с ней АД. 

Отсюда следует, далее, что прямоугольник на побегах НС, 
НС относится к своему соответствующему, прямоугольнику 
ВС, ВО, как прямоугольник на побегах НО, НЕ к своему 


0 А НЕ 


Фиг. 43. 


соответствующему, прямоугольнику ВО, ВР. Действительно, 


это отношение равно отношению ветви АН к сопринадлежной 
с ней ДВ. 


угольнику СО, СР, как та же самая ветвь АС к сопринадлеж- 


Инволюция. И таким образом, если на прямой АН 
даны три пары точек В, 1; С, С; О, Е такого свойства, что обе 
точки в каждой паре одновременно либо смешаны (фиг. 48), 
либо обособлены по отношению к обеим точкам каждой другой 
пары и если соответствующие друг другу прямоугольники 
из отрезков (р!есез) между этими точками относятся друг 
к другу так, как.их близнецы, если их взять в том же самом 
порядке, то такое расположение трех пар точек на прямой мы 
называем „инволюцией“ 1). 


Пояснительные замечания. Мы должны, прежде всего, 
поступить так, как послупил Цахариас в своем немецком пере- 
воде Дезарга, именно, перевести утверждение последнего на язык 
нашей символики. Из равенства прямоугольников следует, напри- 
мер, что 

АС: АР = АР:АС, (1) 
а отсюда 


(АР — Аб):(АС — АЕ) =бр:СЕ=АДб:АЕ=АР:АС, (9) 


1) Выражение, „инзодюция“, как и другие термины, тоже ботанн- 
ческого характера. Оно означает скрученное состояние молодых листьзв. 
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причем здэсь Применяется известное математикам уже с 
древности слоление (или вычитание) соответствующих членов 
пропорции, и 


(АЕ— А0): (АС — АБ) = СЕ:СБ = АЕ: АС=Аб:АР. (3) 


Теперь, путем умножений обоих отношений АС: АРи АР: АС, 
Дезарг получает: 


АС:АС =—.— = @0).0Е:СЕ.СБ. (4) 


Применяя к паре точек В, Н те же рассуждения, что и к 
точкам О, Р, можно получить также 


СВ.СН:СВ.СН==@О.(Е:СЬ.СЕ. (5) 


Другне два уравнения, даваемые Дезаргом, получаются путом 
замены пар узлов. 

На этой основе Дезарг возводит теорию конических сечечий, 
в частности, всю теорию поляр. Полученным Дезаргом результа- 
там мы постараемся придать более современный вид. Уравнение (5) 
можно, несколько видоизменив его, написать так: 


р В СН. СЕ СЕ. СН 
ср`СВ СН`СЕ| СДЕ’`ОСН]' 

Только в этой форме становится нам понятной теорема Дезарга. 
Действительно, теперь на левой стороне мы имеем „двойное отно- 
шение“ [введенное Брианшоном (ВНапсвоп) в 1817 г., см. ниже, 
ч. Ш, № ХУП четырех точек С, О, В, С, а на правой стороне — 
двойное отношение четырех точек С, М, РЁ, С, или С, Р[, Н, (0. Со- 
вершенно аналогичным образом можно выразить два последних 


уравнения Дезарга, принимающие, если пользоваться современ- 
ными сокращениями, следующий ВИД: 


(2), Ц, В) \ (О, Р, С, Н), 


е. 
Еа.ЕВ _ЬС.ЬОН 
@р`Во СЕ НЕ’ 
(Н, В, в, р,) (В, Н, С, Е), 
т. е 


на, НР _ ВС. ВЕ 
ОВ’ СН'ЕН` 


Но, представленные в таком виде, эти равенства еще недо: 
статочно прозрачны. Введем сперва другие обозначения и поло- 
жим А, вместо @, А, вместо С, А, вместо Ш, А. вместо РД, 


А’, вместо В, А. вместо Н. Затем, разделим каждую пару точек 


инволюции и станем рассматривать „точечные ряды“ А,, А., Ау, 
и А, А., А. `раздельно. Они „однозначно“ („проективно“) 
сопряжены друг с другом, ибо, в силу условия о равенстве 
произведений, кажлой точке А, соответствует одна единственная 
точка А, и наоборот. Эти два точечные ряда „наложены“ на одну 


и ту же прямую АА| — „носитель“ их. Отличительной чертой 
„инволюционного соответствия“ является то, что, например, точке 


у 
Аз, если я ее возьму как точку А, первого ряда, соответствует 
точка А,, как точка А, второго ряда, т. е. вообще говоря 


что пары точек соответствуют взаимно друг другу. На рис. 42, 
имеется, разумеется, налево от А соответствующий ряд пар точек, 
как и направо от нее. Самой точке А соответствует бесконечно уда- 
ленная точка прямой, понятие о которой тоже было введено Дезар- 
гом и последовательно использовано Понсле (см. ниже, ч. Ш, № ХУЙ. 
На рис. 42 имеются так же две „двойные точки“ инволюции. Одна 
из них лежит вправо от А между В и Н. Мы назовем ее М, а 
другую — влево от А — соответственно М' (АМ = АМ'; АМ? == 
=АА,. АА, = ...). 

Известно, что любые четыре точки двух проективных рядов 
точек обадают одинаковым двойным отношением. Поэтому 
но, что, например, 


(Аз, А, А`, Аз) Л (А. А., АТ, А), 
что соответствует: 
(Е, О, Ц, В) М (О, ЕС, Н). 


Мы получаем теперь, например, также — так как Ми М! соот- 
ветствуют каждая самой себе — 


(М, М', А», А’) (М, М', А’ А), 


п’ 


МА, МА, МА’ МА, 
АМ! АМ’ А МПА М’ 


и 
д) = (2) 
АМ! Ам’ 


ИЛИ 
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и, следовательно, так как оба отношения не могут быть абсолютно 
равны между собой, если учитывать, как это делают теперь, 
знаки отрезков — имеем: 


МА, МА’ 
АМ — АМ!" 


Это, как известно, означает, что точки А,, А’ расположены 


гармонически относительно М и М'. Я должен ограничиться 
этими замечаниями. Укажу еще лишь на то, что простейший 
пример эволюции точек на некоторой прямой 2 можно получить, 
пересекая д всеми окружностями какого-нибудь пучка (это 
легко доказать методами элементарной геометрии). Еще сам Де- 
зарг доказал весьма общую теорему, что все конические сечения, 
проходящие через четыре неизменных точки, образуют на любой 
прямой © инволюцию. 


ХУ 


Первоначальная форма паскалевой теоремы 
Из „Еззау ро\уг 1е$ соп!аце$з. Раг В. Р.“ РаЦз, 1649. 


Предварительные замечания. „Опыт о коничэ- 
ских сечениях“ Блеза Паскаля появился в виде отпечатанной 
на одной стороне афиши размерами 47 Х 39 см, которая была 
прибита, вероятно, на углах домов, как это с достоверностью 
известно относительно ряда сочинений Дезарга. Паскалю 
шел тогда 17-й год. В „Опыте“ было всего (без заголовков) 
53 строки текста; цель его была привлечь внимание к другому, 
более крупному, труду о конических сечениях, над которым ра- 
ботал тогда Паскаль и над которум он продолжал работать 
еще в 1654 г. Но, к сожалению, он не был закончен, так как 
к этому времени Паскаль порвзл с миром и мирскими делами. 
Потеряны и отрывки из этой работы, находившиеся еще в ру- 
ках Лейбница. От оригинала „Опыта“ сохранилось только два 
экземпляра, один из которых находится в Ганновере среди бумаг 
Лейбница, а другой в Парижской Национальной библиотеке. 
Факсимиле „Опыта“ помещены в „Оецугез 4е В1а1зе Разса! ри. 
раг Г6оп ВгипзсВмсе её Р1еге Воиноих“, 1, Париж, 1908, стр. 253 
и сл., затем в „Н%&ойзсве З+иФеп, 4оог НК 4е Упез“, выпуск Г, 
Гронинген, 1926, стр. 4 и сл. Текст „Опыта“ перепечатан в на- 
званных „Оеиугез“ и снабжен введением и примечаниями. 
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Оеицугез. Стр. 253. Л.мма Т. Если в плоскости: М, $, О 
из точки М выходят две прямых МК, МУ (фиг. 44), а из 
точки $ две прямых $К, 5И иесли А есть точка пересечения 
прямых МК, ЭК и У— точка пересечения прямых МУ, 51, 
и А — точка пересечения прямых МА, 5А, и в — точка пере- 
сечения прямых МУ, $К и если через две из четырех точек 
А, К, ц, У, которые не ле‹аг на одной и той же прамой 
линии с точками Л, 5, как (например) через точки К, У, 
проходит окружность, пересекающая прямые МУ, МР, $1, $К 
в точках О, Р, О, М, тоя утвэрждаю, что прямые М5, МО, РО 
будут одного и того же порядка 1). 

(254). Лемма П. Если через одну и ту же прямую (5) прохо- 
дит несколько плосксстей, пересекаемых некоторой другой 


Фиг. 44. 


плоскостью (:), то вс? линии пересечения (с =) этих плоскостей 
будут одного и того же порядка с прямой (2), через которую 
проходят все названные плоскости. 

Исходя из обеих этих лемм и нехсторых легких следствий 
из них, мы докажем, что при наличии тех же предпоса- 
лок, что и в первой лемме, если через точки А, И проходит 
произ-ольное коническсе сечение, пересекающее прямые ЛК, 
МУ, $К, $1, в точках Р, О, М, О, то прямые М$, МО, РО 
будут одн го и того же пср’ дкл. 


Пояснительные замечания. Э.а первоначальная форма 
паскалевой теэремы, как легко гаме ить, прэжде всего формулир 
вана совзршенно иначе и притом горлздо бэлее неуклюже, чем мы 
это делаем в настоящее время, ибо в изложении Паскаля еще 
не`\вилно, что все сторопы шестиугольни“а РОУОМК играют 


\_ 

1) Определение [ паскалева „Опыта“ гласит: „Если несколько прямых 
проходит через одну и ту же тсчку, или же параллельны между собой, 
то говорят, что все эти прямые одного и того же порядка.“ Прим 
перев. 
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одну ту же роль. В настоящее время предпочитают обозначать 
вершины цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6, соответствующими в укззанном 
порядче буквам Р, ©, И, О, №. К. Затем рассматривают три 
точки пересс: ения так называемых „противоположных“ сторон 12 
и 45 (РО ОМ), 23 и 56 (ОУ и МК), т. е. 5$, и беря (ц’к- 
лически, как на рисунке) вслед за 6 снова 1, 34 и 61 
(УО и КР), т. е. М. Тогда эти тра точки пересечения, именно 
$, М и несбозначениля точка лежат на одной прямой. 

Однако из заметок ЛэЙбница, составленных им лично для 
себя относительно вышеупомянутого, более крупного произведе- 
ния Паскаля, ясно, что последний уе сам пришел к этой фор- 
мулировке свой теоремь Он обозначал (как это тоже охотно 
делается и теперь) сторэи’ цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6. В таком 
случае | и 4, 2 и 5, 3, и 6 перэсекаются в трех точках неко- 
торэой прамой линии. Имеющиеся у Лей5эница рисунки тахже уже 
та ого характера, что шестисторонник не является непременно 
выпуклым: стороны его перевекаются межлу собой, так что слово 
„противоположные“ , приведенное нами поэтому уже выше в кавыч- 
ках, нельзя понимать буквально. Как ‘известно, шесть вершин 
можно перенумеровать в любом порядке. Применение теоремы 
приводит всегда К „паскалевсй прямой“ 

В пласкалевой формулировке, далее, замечательно то, что тео- 
рема пэрвоначально была сформулирована для окружности. Но 
в третьей лемме Паскаль обобщазт ее для любого конического 
сечения. И на чертеже у него нарисован, попросту, эллипс. Это 
обобщение было получено помощью второй (самоочевидной)’ 
леммы и „некоторых легких следствий“. Это не что иное, как 
метод прозкции, заимствованный Паскалем у его учителя Дезар- 
га, влияние которого` можно было бы немедленно узнать по 
одному лишь способу выражения Паскаля, если бы последний 
не называл его прямо по имени. Но надо подчеркнуть то об- 
стоятельство, что этой теоремы у Дезарга нет и что, как пере- 
дают, Дезарг называл ее „сейе ртап4е ргороз! Шоп, 1а Разсае“ 1). 

Трэтьей любопытной особенностью в изложении Паскаля 
явтяется то, что он теорзму эту называет „вспомогательной тео- 
ремой“, леммой. Из „Опыта“ видно, что имел в виду этими 
словами Паскаль, ибо он заявляет, что с помощью своих трех 
лемм он собирается построить полную теорию конических се- 
чений. И действительно, он приводит в виде примера ряд поло- 


> 


1) Сам Паскаль, по свидетельству Лейбница, называл относящуюся 
к теореме фигуру мисгическим шестиугольником (Неха-таттит тузй- 
СИ. в). 
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жений, вытекающих без труда из его теоремы. Среди вих име- 
ется и нижеследующее положение, при формулировке которого, 
мы, отсылая читателя к чертежу 1), заменяем словесные обороты 
речи Паскаля буквенной символикой: 


РМ А$ __ РЕ АТ 
МА 5090 ТА ТО` 
Достаточно это написать в виде 
РМ.РЕ _ АТ. А5 
МА`1А` То’`50' 
чтобы убедиться, что мы здесь имеем дело с равенством двух 
дзойных отношений 


(Р, А, М, Е) ^ (А, О, Г, 5). 


Если мы станем проицировать левую четверку точек из У, 
а правую из А, то мы получим „проективные четверки лучей“ 
УР, УМ, УЕ, ИА и КА, КТ, К$, КО, которые пересекаются в 
том же порядке попарно в точках Р, О, М, О конического се- 
чения 2). Это означает получение конического сечения с помощью 
проективных пучков лучей, на котором построено в современной 
„проективной геометрии“ все учение о конических сечениях (см. 
ниже, ч. ПТ, № ХУШ). Мы видим, что Паскаль уже знал эту сто- 
рону дела, хотя он и не умел выразить ее, как мы, во всей ее 
общности. 

Данное Паскалем доказательстве теоремы не сохранилось. 
Но мы можем быть уверены, что оно было очень похоже 
на современное, проводимое методом элементарной геометрии 


1) На оригинальном рисунке имеется, в связи с другими теоремами, 
еше несколько лишних линий, но нет зато важных линий ОР, ОМ, ЗИ. 
Я, с своей стороны, прибавил линии УР и КО, а также букву в, по 
недосмотру пропущенную Паскалем. 

2) Мы можем доказать вышепризеденную теорему в несколько бо- 
лее современном ‘виде следующим образом. Назовем Х точку пересече- 
ния ОР, ОМ и $М; в таком ‘случае и ТЁ проходит через Х, так как 
и РОУМОК можно рассматривать как паскалев шестиугольник. Это без 
сомпения, было известно и Паскалю. Таким образом четверки точек 
А, Р, Г, М, и А, О, Т, 5, рассматриваемые из Х, расположены перспек- 
тивно, — символически —_ 

(А, Р, [, М) ^\ (А, О, Т, 5). 


Но так как легко показать, что 
(А, Р, [, М} М СР, А, М, 1, 


то имеем также 
(РА, М, БТ (А, О, Т, 3). 


110 


доказательство для Круга, Как основного конического Сечения. 
При этом мы должны иметь только в виду, что так называемая 
теорема о секущих применялась в форме пропорции, а теорема 
Менелая — в более древней форме составного отношения (т. е., 


примерно, вместо тир = т'п'р’ в виде топ р 
риероо, т п р 
Дальнейшая история теоремы Паскаля и взаимной с ней по 


принципу двойственности — теоремы Брианшона, на которой мы 
здесь совершенно не можем останавливаться, подробнее всего 
изложена у де-Вриса (Упез), несколько более сжато, но с точными 
литературными указаниями, —у Э. Кеттера (КбНег) „Пе Ей\- 
скеших ег зупеНзспеп Сеотеёе уоп Мопее Ы$ ацЁ З4ана! 
(1847)“ (ЛабтезЬег, 4. ОешсН. Ма.-Уег. 5. Ва., 2 Нен.) Гари, 
1901. Стр. 14 и сл. Мы вынуждены здесь ограничиться замечанием, 
что паскалев „Опыт“ не был оценен по достоинству теми не- 
многими современниками, которым он стал известен, и что позд- 
нейшие ученые вообще ничего не узнали о нем (это относится 
даже к ла-Гиру, который в своих исследованиях ближе всего 
примыкает к Дезаргу). Благодаря этому совершенно приостанови- 
лось вплоть до новейшего времени развитие современной чисто 
геометрической теории конических сечений, которой могло бы 
быть положено начало работами Дезарга и Паскаля. 


ХУ 


Введение понятия проективных свойств 


Из „ТтаНё 4ез ргориё{$ рго]есНуез 4ез НЙригез, опутаре ие а сеих 
911 $’оссиреп{ 4ез аррНсаНопз 4е 1а збошёе ЧезсирНнуе е{ 4’орёга{ опз 
сёоте14ие$ зиг 1е Чегга!п". Раг /.-У. Ропсее4. Раг!5. ВаснеНег,..., 1822. 


1. В нижеследующем мы будем почти всегда придавать 
слову проекция то же значение, что и слову перспектива; по- 
этому проекция будет конической или центральной. 

В соответствии с этим мы представляем себе, что из не- 
которой данной точки, принимаемой за центр проекции, вы- 
ходит пучок прямых линий, направленных ко всем точкам 
начерченной в некоторой плоскости фигуры; если пересечь 
этот пучок проицирующих прямых другой плоскостью, 
расположенной произвольным образом в пространстве, то на 
этой плоскости получится новая фигура, которая будет про- 
екцией первой (4). 
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4. Согласио общепринятому в гезметрии определению Апол- 
лония, сечением конуса (зесНоп сошаие) ила просто 
коническим сечением (сошаце) называется линия, по 
которой пзоизвольчая плоскость пересекает какой-нибудь ко- 
нус с круговым основанием; таким образом коническое сече- 
ние есть не что иное, как проекция окружности и, со- 
‘ласно предыдущему, является также линией второго по- 
рядка, так как окружность может пересекаться любой, 
расположенной в ее глоскости, прямой не более чем в двух 
точках (5). 

0. Фигура, части которой имеют между собой только гра- 
фические зависимости типа тех, о которых говорилось выше, 
т. е. зависимости, не уничтожаемые проицированием, будет 
в нижеследующем называться про- 
ективной фигурой. 

Сами же эти зависимости, и, во- 
обще, все отношения или свойства, 
имеющие место в одно и то же 
время и у данной фигуры и у е> 
проекции, будут аналогичным обря- 
зом называться проективными 
отношениями или свойст- 
вами. 

6. (Здесь говорится, что нс- 
трудно распознать проективчые или графические свойства 
простого положения (41зрозШоп). 

7 Наоборот, нелегко решить, сохраняются ли при прои- 
цировании и свойства величин, которые он называет метри- 
ческими, Это разбирается в дальнейшем.) 

ини... (9) 

9. (Надо попытаться установить общим образом условия, 
когда метрическое свойство проективно.)... Исходя 
из этого предположения, мы рассмотрим, в частности, что 
происходит в плоскости, образуемой произвольно продолжен- 
ными проицирующими $А, $В (фиг. 45) 1), проходящими через 
конечные точки отрезков АВ и А’В', из которых последний 
рассматривается как проекция первого. 

Согласно весьма известной теореме из элементарной гео- 
метрии, площади треугольников $АВ, $А'В', имеющих общий 
угол при вершине $, относятся межлу собой, как прямоуголь- 


Фиг. 45. 


1) Вследствие произведенных мною пропусков текста, я даю выше 
только фиг. 2 оригинала, к которой я прибавил р 
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ники (произведения) $А.5В, $А . 5В' сторон, заключающих этот 
угол и, следовательно, отношение площади любого из этих тре- 
угольников к соответствующему ему прямоугольнику — постс- 
янно, Поэтому, если назвать это отношение, зависящее только 


т 
2 
и если обозначить длины проицирующих $А, 5В просто через 
а, 6, ачерез р (длину) перпендикуляра из центра проекции на 
направление АВ, то имеем: 


от болынзго или мзнышего раствора угла при $, через 


1 
площадь бАВ = 55 р. АВ ==>. т.а-6, 
откуда следуст: 


АВ—т.2"2 
Р 


.:. (То же самое относится к другим отрезкам с, 4, р'иит.) 
и зинанннни (8)........ .. 


11. Существует очень общирный класс отношений, для 
которых из результата подстановки исчезают перпендикуляры 
р, р’ одновременно с а, 6,..., причем нет необходимости — 
как при выше принятом общем предположении — заменить их 
значениями, которые они принимают в соответствующих тре- 
угольниках. Именно этого рода отношения мы имели в преды- 
лущем в виду. 


НИ ‚... (1). .. 


17. Рассмотренные нами только что величины 2, т’... пред- 
ставляют, очевидно, не что иное, как синусы проицирующих 
углов или постоянные отношения между перлендикулярами из 
различных точек одной из сторон каждого из этих углов на 
соответствующую сторону и расстояниями этих самих точек 
от общей вершины или центра проекции; таким образом мож 
но формулировать следующий общий принцип: 

„Если провести из любой точки как центра проекции пучок 
проицирующих прямых к различным точкам какой-нибудь фи- 
гуры и...., если части этой фигуры имеют между собой 
одно или несколько метрических проективных отношений, соот- 
ветствующих предписанным условиям ($5 11), то эти самые от- 
ношения будут иметь место и между синусами пр нчирующех 
углов, которые им соответствуют“, 
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21. В качестве очень простого примерз такого рода отно- 
шений рассмотрим четыре точки А, В, С, О (фиг. 45), лежащие 
на одной прямой и связанные между собой пропорцией 

СА ОА 

св ОВ’ 
т, е. такие точки, что отрезок АВ делится точкой С и точ- 
кой О на пропорциональные отрезки (еп зершет 
ргорогНопе|ез). 

Ясно, что это отношение принадлежит к специальному 
классу отмеченных в $5 20 отношений. Следовательно, оно будет 
иметь место для всех проекций фигуры *, свойство, которое 


было известно древним, как это вытекает из теоремы СХЕУ 
кн. УП „Математического сборника“ Паппа. 


В следующих параграфах вводится понятие гармонического 
деления и гармонического пучка, после чего теорема формулируется 
в © 24 (стр. 13) следующим образом: „Гармонический пучок 
пересекается какой-нибудь секущей прямой в четырех гармони- 
ческих точках“. В $ 25 Понсле обращает внимание еще на то, 
что, согласно № 17, приведенное в 5 21 отношение имеет силу 
и для синусов углов, соответствующих в пучке отрезкам и что, 
наоборот, — причем он ссылается на „Е$за{: зиг [а фИвойе 4ез 
{гапзуегза!ез“ Карно (Сагпо{), $ 15, — если в пучке имеет место 
отношение синусов, то пучок этот будет гармоническим в ука- 
занном смысле. 

Пояснительные замечания. Понсле смог еще через 
43 года, в полном расцвете сил, выпустить второе издание сво- 
его труда, основной текст первого тома которого вполне тождест- 
венен с изданием 1822 г. Это последнее издание, само по себе, 
представляет почтенный том ш аиаЦо в ху] -- 426 стр. с 12 таб- 
лицами, к которому в 1865 г. был добавлен такой же толстый 
второй том. 

Хотя в 1864 г. были изданы произведения Дезарга, Понсле, 
труд которого как раз печатался в это время, не имел еще? ни- 


* (Примечание оригинала.) Господин Брнаншон приходит к этому 
результату, как и к некоторым другим, вполне анологичным образом, 
указывая, что „для четырех неизменных прямых, выходящих под произ- 
вольными углами из одной и той же точки и пересекаемых в А, В, С, р 
произвольной секущей прямой (имеет место равенство) 

АС. ВС 
АО’ ВО 

(Мётоше $иг 1с5$ Ирпез 4и зесоп@ огаге. Раг!, 1817.) 
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— с01$4.“ 


какого представления о нем, и во 2-м изд. он тоже высказывает 
только догадки о содержании „ВгошШоп ргоесЁ“. Тем не менее 
он называет Дезарга Монжем свсего века (стр. ХХУГ; стр. ххх\м!:] 
1 изд.). Монж был новооснователем, можно почти сказать изо- 
бретателем, „начертательной геометрии“; да и другими своими 
геометрическими исследованиями он оказал существенные услуги 
делу создания „проективной геометрии“. 

Иитересно прибавление, которым Понсле сопровождает заголо- 
вок своего труда: „Труд, полезный для лиц, занимающихся при- 
ложениями начертательной геометрии и геометрическими измере- 
ниями на земной поверхности“. Это прибавление совершенно 
в духе революционной эпохи, в которую жил Монж, эпохи, когда 
старались немедленно практически использовать бесчисленные 
тогдашние геометрические открытия, И, фактически, как Монж, 
так и Понсле владели также так называемой „прикладной матема- 
тикой“. Но оба эти ученые сделали также ‚массу чисто теорети- 
ческих исследований, и как раз излагаемый нами здесь труд Понсле 
менее всего можно назвать „практическим“. Как сообщает сам 
автор в предисловии к первому изданию своего труда, он составил 
его, будучи лишен всяких литературных источников, в каких- 
нибудь 11|. года (с весны 1813 до осени 1814 г.) в русском плену 
(в Саратове), и по возвращении на родину произвел в нем лишь 
незначительные изменения. Историческое введение написано, 
вероятно, во Франции. 

Трудом Понсле были заложены основы современной „проек- 
тивной геометраи“ В этом отношении ничего не изменяет то 
обстоятельство, что некоторые из элементов ее были уже изве- 
стны и ранез, как это указывает и сам Понсле. Уже ла-Гир 
в своем большом труде „зесНопез сошсае“ (Париж, 1685) развил, 
примыкая к Дезаргу, теорию конических сечений из проекций 
круга, хотя ла-Гир и не понимал глубокомысленных идей Дезарга 
во всем их значении. 

Трактат Понсле придал новые формы и новый размах идее 
проекции. 

Мы привели выше главнейшие места, объясняющие понятие 
„проективных свойств“ и иллюстрирующие его на частном прн- 
мере. Понсле пе проводит еще различия между действительно 
проективными и непроективными „метрическими“ свойствами, 
и делит проективные сволства на „графические проективные“ 
(например, пересечение и соприкасание между собой линий) и 
„метрические проективные свойства“, т. е. такие свойства, кото- 
рые должны выражаться через отрезки и углы, но сохраняются 
все же при проекции. Хотя при передаче текста я миогое вы- 
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пустил, но изложение все еще остается многословным. Мы резю- 
мирузм вкратце, что имеет в виду Понсле. 


Легко видеть, что 


дв 598-88). 


Существуют вь ажения, составленные из таких отре-ков, как 
АВ, в которых выпадают 5А, 5В, р, — выражения, составленные, 
таким образом, только из синусов углов. Таким выражением яв- 
ляется, например, нижеследусщее (причем, я пользуюсь несколько 
более современным начертанием): 


АС. АБ _ $А.5С.зт(А5$С). $А.$0.зт(А$Ь) _ 
$В` ОВ  5С.5$В-зш(.5В)`$0.5В.зт (058) 
__ 51 (4$С). зп (А5Ь) 
— 31(С58)’° ш (05$В) 


Такимобразом это „двойное отношение" („ПорремегНа $“), как 
выражался впоследствии Штейнер (З1ешег; см. ниже, ч Ш, № ХУШ), 
зависит только от синусов углов между четырьмя проицирующими 
лучами и оно, следовательно, одно и то же для всякой прямой АД 
или А'О’. Обратная этому теорема гласит, что если даны четыре 
точки А, В, С, Д и еслл взять за центр проекции какую-нибудь 
другую точку 5’, то у нового пучка будет снова то же самое 
„двойное отношение синусов“, что и у старого, так что какая- 
нибудь другая секущая прямая пересекает новый пучок в четы- 
рех точках, с тем же самым двойным отношением между точ- 
ками“. Понсле рассматривает только тот случай, когда двойное 
отношение „гармонично“ (ср. ч. 1, № \У[, т. е. как это форму- 
лировал впоследствии Мебиус (МбЫиз; см. ниже, ч. Ш, № ХУП), 
когда оно равно — 1. 


ХУП 


Проективность двойного отношения четырех точе:` 


Из „Оег Багусеп!‹ спе Са1сц1 (,) еп пенез Нап е! 2иг апа1уНзсвеп 
Вепап ип; Ч4ег Чеотеше (‚) 4агаезе ила 1пзБезопаеге ги? @е ВИаипе 
пецег С!аз5еп уоп АШрабеп ила 4е Еп\ус «ито тейтегег Е1репзснаНеп 
ег Кере! се апоемеп е{ уоп Аириз{ Регата Мбышз (,) Ргое ›5от 
чег Азнопопие 21 Герис“. герие, Уейас-уоп Лопапп АтЬгози$ Ва, 

827. 
| Стр. 246. 
$ 183. Ради краткости образующееся между четырьмя 
точками двойное отношение будет впредь выражаться таким 
образом, что буквы для начальной точки, конечной точки и 
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для перзой и второй точек сечения будут помещаться в назван- 
ном порядке олна за другой, отделяться сапятыми и заклю- 
чатьося затем в скобки. 


АС. АБ 
Поэтому впредь вмесго —- будет писаться 


СВ” ОВ 
(А, В, С, Б) 
С 

и точ:о так вместо ——-:3т),› где В и О представляют край- 
ние точки, А и С- точки сечения, будет писаться 

(В, О, А, С) 
ит. д. 

Стр. 252. 


Двойнывкььяо„тношеНИЯ У СИСТЕМЫ ПРЯМЫХ ЛИНИЙ 
в пЛОСКОСТИ 


$ 188. Теорема. Если три рас- 
положечные в одной плоскости пря- 
мых ВР, МС, № (фиг. 46) пересе- 
каются в одной и той же точке ЁЕ и 
если две других прямых, точка пе- 
ресечения которых есть А, пере- 
секаются ими соответственно в точ- 
ках В, М, №и РР, С, О, то в 


(А, В, М, М,) = (А, Р, С, 0). Фиг. 46. 
Доказательство. Мы имелм, что 
АМ:ВМ = АСМ:ВСМ = АМЕ:ВМЕ, 


и, значит, = АСЕ:ВСЕ, ибо АСМ-- АМЕ = АСЕ ит. д. 
далее, 


АС:РС == АСЕ: РСЕ, 
следовательно, 


АМ, АС _РСЕ _ РЕ 
ВМ`РС ВСЕ ВЕ 
таким же образом, 
АМ, АО _РЕ 
ВМ РО ВЕ’ 


12 Вилейтнер, Хрестоматия, 177 


следовательно, 
АМ. АМ _ АС. АО 
МВ`МВ СР `ОР’ 
т, е. 
(А, В, М, М) = (А, Р, С, 9). (1) 


$ 189. Дополнение. Проведем через Е еще четвертую 
прямую АЮ5, пересекающую АВ и ЛС соответственно в А и 5, 
тогда аналогичным образом имеем: 


(А, В, М, №) = (А, Р, С, 5$). 
Так как равенство двух двойных отношений, согласно 


$ 184, не изменяется, если в них обоих переместить одина- 
ковым образом все четыре буквы, то можно также написать’ 


(В, М, М, А) =ТР, С, ©, А), 
(В, М, А, ВЮ) =(Р, С, А, $). 


Если перемножить между собой оба равенства, то (5 185, П) 
получаем: 


я 
.* 


(В, М, М, Ю) = (Р, С, ©, 5), (2) 


что приводит к следующей, еще более общей, теореме: 

„если между точками двух расположенных в одной плос- 
кости прямых устанавливают такого рода соответствие, что 
прямые, соелиняющие какдые две соответствующие точки, 
перэсекаются в одной общей точке, то каждое двойное отно- 
шение одной линии равно двойному отношению, образуемому 
соответствующими точками другой линии“; или: 

„четырьмя пересекающимися в одной и той же точке и рас- 
положенными в одной плоскости прямыми всякая другая прямая 
плоскости пересекается в одном и том же двойном отношении“. 


Стр. 454. Остающееся еще в этом листе место позволяет 
мне прибавить еще одно замечание, именно, что все двойные и 
многократные отношения (отношения сечения многоугольников), 
образуемые указанным в этой главе способом точками, в кото- 
рых известные прямые пересекают любую другую прямую, 
могут быть выражены также просто в виде функций углов, 
образуемых наззанными первыми прямыми между собой. 

Действительно, пусть будут—ограничиваясь только двойны- 
ми отношениями— а, 6, с, 4 четыре расположенных в одной плос- 
кости и пересекающихся в одной точке прямых, на, В, 1, 8 — 


178 


углы, образуемые этими прямыми с какой-нибудь другой пря- 
мой плоскости, в таком случае имевм двойное отношение: 


__ зщ (а — В). чт (1—1) 


В в) = Шов —9° 


Пояснительные замечания. Читателю может пока- 
заться излишним, что мл еще раз остановились на в просе 
о дройлом отношении, которым мы за имались в предыдущей 
гл'ве. Но как раз призеденн ле ‘нами отрывки из Мебиуса 
дают повод к целому ряду важных замеч н, Й. Во-первых, труд 
Мебиуса имеет основоположчое з ачение с точки зрения истории 
суд .б двойного отношения в Германии, да и не в одной 10 ько 
Германии. Как мы видели, ф; анцузские авторы занимались им 
только случайным образом. Лишь М. Шаль уделил ему во Фран- 
ции должное в1имание (в своем 
Арегси Шз.о!дие е:с., Брюссель, 
1837, частично со тавленном 
еще в 1830 г.). М.биус не 
только посвятил ему целую 
главу (стр. 243 - 265), но понял 
все основоположное значениз 
его, указав, что оно сохраня- 
ется (инвариантным) не только 
при центральной проекции, но 
и при всякой так называемой Фиг. 47. 
коллинвации, т. е. линейном преобразовании координат. Ко- 
ординаты Мебиус ввел, как координаты центра тяжести; отсюда и 
заглавие книги. 

Вывод теоремы Мебиусом мы не найдем особенно сжатым, но 
все-таки строгая форма его удовлетворит нас больше, чем крайне 
общие рассуждения Понсле. Впрочем форма изложения у Меби- 
уса носит совершенно античный характер: точно такое же дока- 
зательство мог бы дать и Эвклид. В этом отношении Понсле 
несколько более современен; он хотя бы под конец указывает, 
что его постоянная представляет собой ‘синус. Но иу него встре- 
чается совершенно ненужная высота р. Ясно, что эти ученые 
еще не привыкли или, может быть, даже не любили пользоваться 
услугами тригонометрии. 

Но раз имелись углы, то, в конце концов, нельзя было не 
заметить их важной роли. И вот, на последней странице своей 
книги, Мебиус делает-таки в связи с ними ценное замечание. То, 
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что следует у него за вышеприведенным отрывком, представляет 
неинтересные для нас частности. Но доказательства приводимой 
им формулы он не дает. Я здесь приведу такое, на мой взгляд, 
совершенно простое и современное доказательство, пользуясь 
только теоремой синусов. Так как на фиг. 47 


3 А$В =#в—В, < В5) = — бит. д., 


то 
АВ зт(а—В) ВР 51(3—0) 
$5В — эша ’ 5в $11 6 
АС СО 
Если написать таким же образом отношения $с И Зе 10 


номедленно получается теорема Мебиуса. 


ХУШ 
Получение конических сечений из проективных пучков лучей 


Из „зуетайзспе Ел\ске‘ипе 4ег АБпапо1еКей реоте{5спег Че5{а]- 
{еп уоп е{ ап4ег, ши ВегаскясИНеипр 4ег АтфеЦеп аНег ипа пецег Сеоме- 
{ег Цег Роизтеп, Рго]ес#оп ;-Ме{подеп, деотеие 4ег Газе, Тгапзуегзаеп, 
Она] {#{ ипа Весфргос.4{ ес.“ уоп. 
Ласоб З4ешег. Ег${4ег Тней;, Ве... 
а. Раске, 1832. Перепечатана в №82 
и 83 оствальдовской серии класси- 
ков точного знания. Лейпциг, 1896. 


Стр. 134... 

37 Известные из элемен- 
т1рной геометрии свойства ок- 
ружности показывают по\ти не- 
посредственным образом, ка‹ 
можно получить ее с помощью 
проективных образов, и, имен- 
но, следующим путем. 

Если из каких-нибудь двух 
точек В, В, некоторой (135) 
окр» жности /М (фиг. 48) про- 
вести ко всем прочим точкам 
а, В, с... лучи а, 6, с...; а, 
‚ 6,`С.,..., ТС последние образуют равные между собой углы, 
| опирающиеся попарно на одну и ту же дугу, именно, угол 
| (25) =(а.6.), (ас) = (ас), (6с) =(6.с,),..., следовательно, 

образовав`ииеся благодаря этому пучки лучей В, В, по от- 

ношению К парам лучей а иа,, биб,, сис, проек- 
тивно равны ($ 13, И)... еее тенозаньенно 
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Рис. 43. 


...Значит, пучки лучей 8, В, находятся в косом положе- 
нии (5 14) и, пригом, они, как легко видеть, одинаково рас- 
положены ($ 13, П). 

Стр. 137 

Из обоих предш_.ствующих исследований вытекают, таким 
образом, нижеследующие теоремы. (Так как я оставил вообще 
в стороне вопросы двойственности, то в дальнейшем я привожу 
лишь напечатанные на правой стороне, относящлеся к‘пучкам 
лучей, теоремы) 

„Любые две точки (В, В.) окружности являются центрами 
двух проективных пучков лучей, соответствующие лучи кото- 
рых пересекаются в остальных точках окружности, причем 
совпадающим лучам 4, е\, соответствуют касательные 41, е 
в этиф$ точках (В, В.)“. 

38. Как уже было замечено выше ($ 36, в конце), из 
только что установленных теорем о круге ($ 37) следуют не- 
посредственно соответствующие теоремы о конусе второй сте- 
пени иего прочих сечениях. Действительно..., если пучки лучей 
в (138) круге проективны, то и соответствующие им пучки 
плоскостей в конусе тоже проективны между собой, так что 
непосредственно получаются нижеследующие теоремы: 

|. „Любые два луча (две образующих) конической поверх- 
ности второй степени являются осями двух проективных пучков 
плоскостей, у которых соогветствующие пары плоскостей пе- 
ресекаются в прочих лучах, и, в частности, совпапающим 
в плоскости этих лучей плоскостям (8, =.) соответствуют те 
плоскости (б,, =), которые касаются конуса ‘в этих лучах“. 

И обратно: ‘_, 

П. „Любые два косо расположенных проект’.вных пучка 
плоскостей 9(, 3[., находящихся в одном и том же (пространст- 
венном) пучке лучей 0), порождают конус второй степени, 
проходящий через их оси, т. е. линии пересечения соответ- 
ствующих пар плоскостей вместе с осями пучков плоскостей 
дают всю систему лучей (образующих) опрэделенного конуса 
второй степени, и этого конуса касаются в названных осях (51, 9.) 
те плоскости (3,, =), соответствующие плоскости которых сли- 
ваются в плоскость, определяемую этими самыми осями“. 

Так кэк (139)... два расположенных в конусе проектив- 
ных пучка илоскостей \[, 9( пересекаются вышеназванной 
(упоминаемой в выпущенных нами местах текста, произвольной) 
плоскостью С в двух проективных плоских пучках лучей 
В, В, ($ 33), то отсюда следуют, как упоминалось выше, для 
всех конических сечений следующие замечательные теоремы: 
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Ш. „Каждые две точки В, В. конического сечения суть 
центры двух проективных плоских пучков лучей, соответствую- 
щне лучи которых пересекаются в прочих точках его, причем 
совпадающим лучам (4, е.) соответствуют касательные (41, с) 
в центрах (В., В). 

И обратно: 

ГУ. „Любые два косорасположенных в плоскости проекти- 
вных (плоских) 1) пучка лучей В, В,, порождают коническое 
сечение, проходящее через их центры, иначе говоря, эти це 
тры и точки пересечения соответствующих пар лучей суть все 
точки определенного конического сечения, причем, последнего 
в этих центрах касаются те лучи (г, 4.), соответствующие 
лучи которых (г., 4) совпадают“. 

ъ 

Пояснительные замечания. Перед нами здесь то 
классическое место, в котором, впервые, в каче стве опред?ления 
берется постоянство двойного отношения пучков лучей, исходящих 
из двух точек конического сечения, постоянство, используемое 
в дальнейшем для вывода всех свойств их. Правда, Штейнер — 
как он выражался „из любви к традиции“ — еще определял кони- 
ческое сечение как проекцию круга, вместо того чтобы опираться, 
как это он .делал впоследствии на своих лекциях, на паскалеву 
теорему (см. выше, ч. Ш, № ХУ), которую он вывелв 65 24 (стр. 86 
и сл. особенно стр. 90 оригинала). Я обращаю еще раз вниманис 
на то, что Штейнер последовательно применяет открытый Пон- 
сле и Жергоном (Сеггоппе) принцип двойственности и что тео- 
ремы напечатаны у него в двух столбцах. Из соображений эко- 
номии места я должен был от этого отказаться. 

Равенство двойного отношения пучков лучей в круге выте- 
кает немедленно из отношения синусов (см. выше, ч. Ш, № ХУП). 
Замечание о касательных легко понять и без выпущенных мной 
кратких пояснительных замечаний Штейнера. В связи с утверж- 
дением, что пучки лучей „равнонаправлены“, Штейнер делает 
подстрочное примечание, где говорит, что не равнонаправленные 
конгруентные пучки лучей образуют равностороннюю гиперболу. 
Дальнейшие рассуждения его не нуждаются ни в каких разъ- 
яснениях. 


= 
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1) Скобки в ори инале. 


ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ 
ИСЧИСЛЕНИЕ БЕСКОНЕЧНО-МАЛЫХ 


Когда я приступил к работе над этой частью, мне сразу 
стало ясно, что я не мог бы выполнить стоящую передо мной 
задачу, если бы эпранйчился теми размерами, которые имеют 
три предшэствующих части. Эта часть оказалась вдвое боль- 
шей по размерам, чем другие, и все же я должен сказать, что 
то, что я здесь предлагаю, представляет собою лишь’ как бы 
афористические заметки по истории исчисления бесконечно- 
малых. Если сравнить исчисление бесконечно-малых с аналити- 
ческой геометрией, то легко заметить, что и та и другая ухо- 
дят своими корнями в древность и что как Декарт и Ферма 
в области аналитической геометрии, так и Ньютон и Лейбниц, 
отцы современного исчисления бесконечно-малых, были продол- 
жателями работы греков. При этом проследить историю возник- 
новения аналитической геометрии очень просто и легко. На- 
оборот, работа творцов исчисления бесконечно-малых была не 
только большей по объему и более сложной (недаром с этим 
вопросом оказался связанным неокончившийся еще и по сию 
пору спор о приоритете), но помимо этого они имели много- 
численных проложивших им пути предшественников в начале 
ХУИП в. Наконец, исчисление бесконечно-малых (по крайней мере, 
интегральное исчисление) было, по существу, настолько развито 
уже в древности, что современные, работавшие в ХХ в. и 
возобновившие античную строгость, исследователи, и прежде 
всего Карл Вейерштрасс, даже в частностях своего способа 
выражаться примыкают (вероятно, сами этого отчетливо не со- 
знавая) непосредственно к Эвклиду и Архимеду. 

Эта часть начинает поэтому с греков, у которых наряду 
со строгим методом доказательства мы встречаем уже и эвристи- 
ческий метод. Затем я перехожу к возродившим древнюю мате- 
матику ученым, которые, не будучи знакомы с эвристическим 
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методом Архимеда и желая подвинуть вперед науку, отказались 
сами от строгой логичности древних дохазательств, но которые 
(включая Ныстона и Лейбница) сознавали всегда, что все можт 
быть, хо;я бы и с боль’иим трудом, доказано методом древних. 
Раздел этот заканчивается одним примером из Эдлера, ясно демон- 
стрирующим укоренив.пуюся к тому времени беззаботность по 
части логики. Это, впрочем, не могло н..когда принести большого 
вреда, поскольку имели дело только с непрерывными и повсюду 
диференцируемыми функциями. Эго следует иметь в виду при 
чтении этой части. Я вынужден предоставить читателю пере- 
вод на вполне совреленный язык рассуждений старых авторов, 
а также моих, указывающих лишь на общее направление поясни- 
тельных замечаний. Сам я сохранил знак 4х даже в тзх случаях, 
‹огда теперь писали бы Ах, только потому, что в противном 
случае мне пришлось бы вдаваться еще в большие подробности. 
Однако я обращаю внимание на то, что 4х обозначает всегда 
лишь отличную от нуля и произвольно малую величину. 

Читатель замстит, что везде, где это только было возможно 
и нужно, я пользовался первыми изданиями оригиналов. Перевод 
сделан, по возмо; ‹ности, дословным. Коллега Буллемер вновь св<- 
рил .цитаты с древних языков. В этой части все отдельные бук- 
венные обозначения и целые формулы набраны курсивом, даже 
ссли это и не было так в оригинале. Греческие буквы я заменил 
соэтветствующими буквами латинского алфавита. Круглые скобки 
в первых главах принадлежат мне; в дальнейших же параграфах, 
где авторы сами уже употребляют круглые скобки, я заключал 
свои замечания в квадратные скобки. 

За похощь в моей рабсте по составлению всех четырех час- 
тей я считаю своим долгом выразить благодарность: И. Тропфке 
(Тгоре, Берлин), читавшему корректуру, и В. Лорей (У. Г.огеу), 
оказавшему мне помощь при установлении ряда биографических 
дат. Специально в связи с этой частью я обязан благодарностью 
Д. Манке (МаБпке, Марбург на Л.) за добрые советы по поводу 
глав о Лейбнице и И. Е. Гофману (Нойталп, Мюнхен) за его 
добросовестную проверку всего текста, благодаря которой 
в книгу были внесены некоторые исправления. 
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Аксиома измерения (так называемая акснома Архимеда) 
Из „АгсШтей1$ Орега отига...“, Цегит е@1ай ФТ, Г. Нефегр. Уо/, 1. 


[:рэае, МОССССХ (греч. и лат.). В частности, из сочинения, называемого 
„Ое зрНаега е{ суйааго“, кн. 1. 


Стр. 8. Требования (постулаты). Я принимаю следующее... 

5. Далез, что из неравных линий и неравных площадей и 
неравных тел большее поевосходит меньшее на такую величину, 
которая, будучи прибавляема к самой себе, может стать больше, 
чем любая заданная величина из тех, которые сравнимы между 
собой (а згачит, и с нею). 


Пояснительные замечания. Прежде всего здесь речь 
ндет о сравнимых между собой взличинах, т.е. о велачинах од- 
ного измерения, например отрезках или поверхностях или объемах. 
Пусть а и 6 представляют собой, например, два отрезка, и пусть 
будет а. Если т представляет собой какой-либо сколь угодно 
большой {) отрезок, то согласно вышеприведенному постулату су- 
ществуют такие целые числа &, что 


а(а— 6) > т. 
В левой части этбго неравзнства вместо а — В мог бы стоять 
какой угодно определенный отрезок с, так что мы имели бы: 


ас > т. 


Форма, которую этот постулат имеет у Архимеда, обязана своим 
происхождением только способу его применения. И без дальней 
ших объяснений ясно, что без этого постулата невозможно какое 
бы то ни было „измерение“ 

Мы вскоре ближе познакомимся с применением этого постулата 
в древней геометрии. В новейшее время этот старый постулат 
вновь приобрел особенное значение благодаря основанной Д. Гиль- 
б-ртом „аксиоматике“. Этот постулат фще ранее получил наиме- 


1) Я обращаю внимание на то, что ни у Архимеда, ни у Эвклила нет 
указания на эте обстоятельство, хотя оно и соответствует существу дел 


Подробнее об этом товорится в пояснительных замечаниях к следую- 
цей главе, 
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нование „аксиомы Архимеда“, которое сохранил Гильберт). Ак- 
сиома Архимеда оказалась в высшей степени важной в качестве 
одной ИЗ „аксиом непрерывности“. Более подробно входить 
в обсуждение этого вопроса здесь невозможно. 

Однако название „аксиома Архимеда“ с исторической точки 
зрения неверно. Сам Архимед, приводящий это требование в не- 
скольких местах в своих сочинениях, говорит во введении 
к „Квадратуре параболы“, что и предшествовавшие ему №ометры 
уже использовали это „вспомогательное предложение“ (лемму) ?). 
Нет сомнения в том, что среди этих геометров был Эвдокс, ибо 
Архимед совершенно определенно приписывает ему некоторые 
встречающиеся у Эвклида доказательства, в которых применяется 
эта лемма. Возможно даже, что Эвдокс первый сознательно вы- 
ставил эту аксиому. Ознакомимся с той позицией, которую занял 
по отношению к этой аксиоме Эвклид. 


Из „Ецсиа$ Е]етета“. ЕАН... 7. Г. Нефегр. Ув. П, Шряае, 
МОСССЬХХ ХУ (греч. и лат.). 


Книга У. Определения. 
Стр. 3... 
4. Говорят, что величины находятся в отношении друг 

к другу, если одна из них может в результате ее повторения 

стать больше другой. 

Пояснительные замечания. Как легко видеть, это 
определение в скрытом виде содержит аксиому Архимеда; дей- 
ствительно, в нем предполагается, как сама по себе очевидная 
истина, что одна величина может стать больше другой в резуль- 
тате повторения ее. Такие величины могут находиться в некотором 
отношении друг к другу. При этом, очевидно, Эвклид подобно 
Архимеду, также имеет в виду „однородные величины“, но вместе 
с тем он высказывает нечто большее. Во-первых, Эвклид стре- 
мится при помощи своего определения дать возможность нахо- 
ДИТЬСЯ В „отношении“ также и таким величинам, которые не 
имеют общей меры (несоизмеримы) *). Учение об отношениях 
этих величин, составляющее содср.кание У книги, было создано 
Эвдоксом, между тем как до того, т. е. до открытия „иррацио- 
нальностей“, рассматривались только отношения между целыми 
числами. Во-вторых, Эвклид хочет лишить права находчться в от- 

ь я 


1)  оаавб 4ег Сбеошеше“, 1. Аий., Герао, 1900. Есть русский 
перевод. Краткое изложение имеется в книжке К, Фладта (Е1а4{) „Еикиа“. 
2) „Орега“ П, стр. 264, строки 13—11. 
3) Они, разумеется, содержатся также и в данной Архимедом фор- 
мулировке постулата. | 
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ношении „бесконечно-малые“ и „бесконечно-большие“ образы, 
как, например, введенные уже древними философами (Демокрит) 
последние частицы (атомы, неделимые) отрезка или же всю 
бесконечную прямую. Что Эвклид применял это определение 
в соответствии с тем смыслом, которым обладает аксиома Архимеда, 
мы видим из одной основоположной теоремы, с которой он на 
чинает Х книгу, трактующую об иррациональных величинах. 


Из „Еиси915 Е1етеп.а“. ЕФ1ац... Т. 1. сефего. Уо1. Ш, Шряае, 
МОСССЬХХХУЬ ки. Х. 


Стр. 4. 

Если даны две неровные величины, и от большей отнять 
больше половины и от остатка снова отнять больше половины 
и если так продолжать достаточно долго (буквально: и если так 
будет происходить постоянно), то (наконец) останется вели- 
чина, менышая данной меньшей величины, 

Пусть будут даны две неравные величины, а именно АВ и С, 
из которых большей пусть будет АВ (фиг. 49). Я утверждаю, 
что, если от АВ отнять больше половины и от остатка (снова) 
отнять больше половины и если так будет происходить посто- 
янно, то (наконец) останется величина, меньшая величины С 

В результате повторения С может стать. больше АВ). 
Повторим его, и пусть ОЕ будет некоторое кратное С, 
большее АВ. Разделим ОЕ на равные @ нц 0 б 
(отрезки) 22, 2Н, НЕ и отнимем от АВ 4 В 
больше, чем половину, а именно ВО, 0 ‚ИИ ОИ 
затем от АО больше, чем половину, 
именно ОК, и будем поступать так до Фиг. 49. 
тех пор, пока АВ не окажется разделенным на столько же 
частей, что и ОЕ. 

Таким образом пусть число отрезков АК, КО, ОВ будет 
равно числу отрезков 02, ЕН, НЕ. Так как ОЕ больше АВ 
и так как от ОЕ отнято меньше половины, именно ЕН, а 
от АВ отнято больше половины, именно ВО, то остаток НБ 
больше остатка ОА. И так как НО больше ОА, и от НО 
отнята половина, именно НА *), а от ОА болыше половины, 
именно ОК, то остагок ОИ больше остатка АК. Но ОХ рэвно 
С; следовательно, и @ болыне АК или АК меньше С. 


: это положение заключает в себе применение аксиомы Архимеда. 

десь для полной общности недостает указания, что указанный 
процесс продолжается, вообще, до тех пор, покамест не дойдем до от- 
резка, который, подобно ОН, делится пополам. Эвклид игосто ограни- 
чывается случаем отрьзка, разделенного на три части. 
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Следовательно, от величины ’'АВ остается такая величина 
АК, которая меньше, чем меньшая из данных величин, именно 
С, что и требовалось доказать. Подобным же образом можно 
было бы провести доказательство, если бы отнимались только 
ПОЛОВИНЫ. 


Пояснительные замечания. Обращаясь прежде всего 
ксодержанию этой теоремы, заметим следующее. Пусть обе рассма- 
триваемыг величины будут а и В, и пусть будет а > 6; если мы 
булем производить деление пополам так, как это намечено в конце 
доказательства, то теорема будет гласить, что если только 6 > 0, 
то, как бы мало не было 61), всегда существует такое целое 
число п, чтд 


5 <. (1а) 


Общую формулировку этой теоремы можно передать следую- 
щим образом. 
Пусть @1, 9, @.,..., @, представляет собой последовательность 


1 
дробей самих по себе произвольных, но таких что < при 
® 
1—1, 2, 3,..., у. Тогда существует такое определенное число у, что 

аа `а....а,< 6 (1Ь) 


Если неравенство (1а) справедливо, то (16) справедливо 
а югНой, и для одних и тэх же величин а и ф будет уэ=л. 

Как мы видели, теорема Эвклида является простым следствием 
аксиомы Архимеда. Но она часто удобнее для применения и 
употребляется Эвклидом еще в Х, 2 для установления случая 
несоизмеримости величин при помощи операции, посредством 
которой находят общую наибольшую меру. Пример ее геомет- 
рического применения мы приведем в ближайшем номере. 

Архимед тоже довольно часто применял теорему в таком 
виде и, повидимому, он считал ее равнозначащей с „аксиомой 
измерения“. См. в связи с этим „Сочинения Архимеда“, изданные 
с современными обозначениями и с предисловием сэра Томаса 
Л. Хизса (Неа). [Нем. перев. Ф. Клима (КИет), Берлин, 1914, 
стр. 38.] См. также примечание к Х, 1 Эвклида в „Тве Тьщееп 
Воок% о{ ЕисНа’з Е!1етещ$“. Тгапз1аеЯ Нош е Техё о! Неего, 
\.п шеодисНоп апа Соттещагу, Бу Зи Твотаз Г.. Неа. $е- 
соп@ Е Ноп. \о1. Ш, Сать!“8е, 1926, стр. 15/16, 


1) См. примечание на стр. 185. 
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Отношение „лощадей двух кругов 


Из „Ечси4$ Еетета“ ЕФан... .. Нефего. Уо!. УГ Шраае, 
мос СЬЕХХХУ, кн. ХИ, 2. 

Стр. 140. Круги относятся между собой, как квадраты, 
построенные на диаметрах. 

Пусть будут даны круги АВСО и ЕЁНТ (фиг. 50), и (пусть) 
их диаметрами будут ВО и СТ. Я утверждаю, что так же, 
как круг АВСЬ относится к кругу ЕЁНТ, так и (142) квад- 
раг, (построенный) на ВО, относится к квадр-ту на 27. 

Если не верно, что круг АВСО относится к (кругу) ЕЙНТ, 
как квадрат на ВО к квадра:у на СТ, то так же, как (квад- 
рат) на ВО относится к (квадрату) на 2Т, круг АВСО бу- 
дет относьться или к чему-либо меньшему, чем площадь круга 
ЕЙНТ, или к чему-либо большему. Допустим сперза, что 
к чему-либо мэньшему, а именно 5. Впишем в круг ЕЁН1 
кзадрат ЕЁНТ. Вписанный квадрат больше половины круга 
БЕНТ, ибо если мы проведем в точках ЕЁ, 2, Н, Т касательные 
к кругу (прямые), то половина описанного вокруг круга квал- 
рата равна квадрату ЕЁНТ, а круг менее описанного квадрата. 
Отсюда следует, что вписанный квадрат ЕЙНТ больше по- 
ловины круга ЕЙ НТ. А 
Разделим теперь по- 4 
полам дуги 67, СН, 

НТ, ТЕ в точках К, В 0 
г, М, М и прове- 

дем ЕК, КИ, ЕЕ, 0 

ЕН, НМ, МГ, ТМ, [5 

№Е. Тогда каждый Фиг. 50. 

из  треугольни: ов 

ЕК, 2ЁЕН, НМТ, ТМЕ такхе будет больше полозины соог- 
ветствующего ему сегмента круга. Действительно, если мы 
проведем черзз точки А, [, М, М касательные к кругу и по- 
строим параллелограмы (прямоугольники) на прямых (отрез- 
ках) 62, СН, НТ, ТЕ, то каждый (144) из треугольчиков 
ЕК2, 2ЁН, НМТ, ТМЕ будет равен полозине соответствую- 
щего параллзлограма. Но соответствующий ему сегмент мень- 
ше параллелограма. Следозательно, каждый из треугольников 
ЕК, РЕН, НМТ, ТМЕ больше половины соответствующего 
ему сегмента круга. Если мы разделим теперь оставшиеся 
дуги и проведем прямые (хорды) и если мы будем так посту- 
пать постоянно, то останутся некоторые круговые сегмечты, 
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меньшие, чем тот избыток, на который круг ЕЁНТ превосхо- 
дьт площадь 5. Действительно, в первой теореме Х книги быяо 
показано, что если дапы две неравных величины и если от 
большей отнять больше половины и от остатка (снова) боль’ие 
половины и так поступать постоянно, то (наконец) останется 
такая величина, которая меньше, чем меньиая из данных вз- 
личин. Оставим теперь остаток, и пусть сегм.нты на ЕА, КЕ, 
Е, ЕН, НМ, МТ, ТМ, МЕ будут меньше избытка, на кото- 
рый круг ЕЁНТ презосходит площадь 5. 

В таком случае оставшийся многоугольник ЕКРЕНМТМ 
больше площади 5. Впишем теперь также и вкруг АВСО подоб- 
ный многоугольнику ЕКЕЕНМТМ многоугольник АХВОСРОРВ. 
Тогда многоугольник АХВОСРОЮ относится к многоуголь- 
нику ЕКЕГНМТМ, как квадрат на ВО к квадрату на 2Т. 
Но так же, как квадрат на ВО относится к квадрату на 
ЕТ, так и круг АВСО относится к площади 5; и следо- 
вательно, так же, как круг АВСШ относится к площади 5, 
так и многоугольник (146) АХВОСРОЮ относится к много- 
угольнику ЕКРЕНМТМ. Поэтому после перемены (местами 
внутренних членов) —так же, как круг АВСР относится 
к (находящемуся) в нем многоугольнику, так и площадь $ 
относится к многоугольнику ЕК2НМТМ. Но круг АВСО 
болыше (находящегося) в нем многоугольника, и, следова- 
тельно, площадь $ также больше многоугольника ЕКЕЕНМТМ. 
Но (она) также и меньше его, что невозможно. Следовательно, 
круг АВСО не может относиться к площади меньшей, чем 
круг ЕЁНТ, так же, как квадрат на ВО относится к квад- 
рату на СГ. Подобным же образом мы могли бы доказать, 
что круг БЁНТ не может относиться к площади меньшей, 
чем круг АВСРД, так же, как квадрат на ЕТ относится к квад- 
рату на ВО. 

Я утверждаю теперь, что круг АВСО не может относиться 
и к ллощади большей, чем круг ЕЁНТ, так же, как квад- 
рат на ВД относится к квадрату на СТ. 

Пусть, если это возможно, он именно так относится к боль- 
шей (площади) 5. Тогда, обратно, площадь $ относится 
к кругу АВСО, как квадрат на Т к квадрату на ВО. Но 
так же, как площадь $ относится к кругу АВСРО, так и круг 
ЕЙНТ относится к некоторой площади, которая менынме круга 
АВСО. Таким образом так же, как квадрат на ХТ относится 
к квадрату на ВО, так и круг ЕЙНГ относится к некоторой 
площади, меньшей, чем круг АВСО. Но, как было доказано, 
это невозможно. Следовательно, круг АВСО не может отно- 
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‚ ситься к площади большей, чем круг ЕРНТ, так же, как 
квадрат на ВО относится к квадрату на 2Т. Но было дока- 
зано, что (не может иметь места) и (отношение) к меньшей 
(площади). Следовательно, круг АВСР относится к кругу 
ЕЙНТ, как квадрат на ВО к квадрату на 2 Г. 
Следовательно, круги относятся, как квадраты на диамет- 
рах, что и требовалось доказать. 


Далее следует доказательство одной использованной выше 
вспомогательной теоремы. Мы его, как излишнее, опускаем; 
кроме того, оно, по всей вероятности, представляет собой поз1- 
нейшую вставку. 

Пояснительные замечания. На первых порах это до- 
казательство не доставит читателю особенного удовольствия. При 
помощи нижеследующих рассуждений я надеюсь значительно 
увеличить это удовольствие, показав, как следует понимать это 
доказательство и какое основоположное значение имел для гре- 
ческой математики применяемый в нем метод. 

Прежде всего заметим, что Эвдзм, один из учеников Арис- 
тотеля, сообщает в своей „Истории математики“, — от которой, 
правда, до нас дошли только отдельные извлечения, находящиеся 
в сохранившемся комментарии к „Физике“ Аристотеля позднего 
платоника Симплиция, — что приведенная теорема была доказана 
еще Гиппократом Хиосским (около 440 г. до н. э.). Но мы по- 
лагаем, что это, во всяком случае, не было то доказательство, 
которое приведено выше, ибо примененный в последнем метод 
Архимед определенно приписывает Эвдоксу (правда, в связи не 
с этой специально теоремой, а с некоторыми другими теоремами 
ХИ книги „Начал“). Таким образом весьма вероятно, что твор- 
цом этого метода является Эвдокс. 

ХП книга „Начал“ Эвклида посвящена теоремам, которые по- 
добно вышеприведенной и соответствующей ей теореме о шарах, 
а также теореме об объеме пирамиды, не могут быть доказаны, 
не прибегая, как мы теперь говорим, к бесконечно-малым. Мы 
теперь просто говорим, что площадь круга равна п/?. Такое выра- 
жение для площадей вообще не встречается у Эвклида, его не 
имеется даже для площади прямоугольника. „Вычисление“ пло- 
щадей или объемов философы предоставляли практикам. Во вся- 
ком случае мы не знаем геометрических сочинений, появившихся 
до Эвклида и содержавших какие-либо вычисления. Дело меня- 
ется в корне только у Архимеда. Правда, еще древние египтяне 
знали, что площадь круга можно вычислить, умножив квадрат 
радмуса на число, несколько большее трех, мо лишь Архимед 


и 


(умер в 212 г. до 9.) путем остроумных геометрических рас- 
суждений установил для числа п пределы 81|, и 31°]... 

Как поступаем мы теперь, чтобы доказать вышеприведенную 
теорему? В школьном преподавании стараются, большею частью, 
в силу ряда соображений долго на ней не задерживаться. Обык- 
новенно окружность рассматривают как многоугольник с беско- 
нечным количеством сторон и затем применяют к ней все тео- 
ремы о правильных подобных многоугольниках: длины двух 
окружностей относятся, как их диаметры (или радиусы), пло- 
чцади же кругов, как квадраты диаметров (или радиусов). Спря- 
ведливость послоднего предложения для правильных многоуголь- 
ников доказывается и у Эвклида в теореме ХИ, 1, непосрелд- 
ственно предшествующей интересующей нас теореме (ХПИ, 2), и 
даже используется, как мы видели выше, при доказательстве ес. 
Легко доказать, введя понятие подобного расположения (и не 
употребляя вписанных многоугольников), что круги суть подоб- 
ные фигуры. Но этим отнюдь не доказывается, что теоремы 
о взаимоотношениях подобных многоугольников имеют силу также 
и для кругов. Как раз переход к криволинейным фигурам и прел- 
ставляет собою рипсфит заНепз доказательства. Многоугольник 
с миллионом сторон вовсе не представляет собою окружность, а 
многоугольника с бесконечным количеством сторон не существует. 

В настоящее время, когда мы хотим дать строгое доказа- 
тельство, мы вводим понятие предела и рассматриваем круг как 
предл, к которому стремятся вписанные и описанные правиль- 
пые многоугольники, когда число их сторон неограниченно воз- 
растает. Подобное изложение вопроса можно найти, например, у 
Н. ТЫ еше, Пе Еетеще 4ег Сеотеше, Гери, 1909, стр. 82 
и сл. Это — дальнейшее развитие идеи, лежавшей в основе 
архимелова измерения круга (критический разбор вопроса см. у 
\. КИИпе и. Н. Ноуез+ааф НапаБисЬ 4ез тафетаНзсНеп 
Ощегисыз, [ т., Герие, 1910, стр. 334 и сл.). Но греки к.асси- 
ческой эпохи тщательно избегали понятий предела и бесконеч- 
‚ого, — вероятно, в результате тех печальных последствий, к ко- 
торым они привели ранее (софизмы Зенона). Однако совершенно 
ясно, что Эвдкос (или Эвклид) представляли себе круг как пре- 
дел вписанных правильных многоугольников. Это непосредственно 
вытекает из приведенного доказательства. Но так как они не ви- 
дели никакой возможности построить на основе этой концепции 
доказательство, удовлетворявшее их по своей логической стро- 
гости, то Эвдокс изобрел примененный здесь метод, который 
позднее был назван методом исчерпывания, причиной чему по- 
служило то обстоят”льство, что Григорий из Сант-Винцента (Оге- 
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ро{из а $. УшшсепЦо) употребил для обозначения его В своем 
„Ориз реоте сит" (Алтверпен, 1647) слово ехпаийге (= исчер- 
пывать). Впрочем, то, что дает в вышеприведенном доказательстве 
Эвклид, лучше назвать доказательством путем исчерпывания. 
Путем последовательного вписывания все новых и новых треуголь- 
ников Круг „исчерпывается“. Греки никогда из этого не вы- 

*ботали настоящего метода, — и Эвклид и Архимед в каждом 
отдельном случае, когда им приходилось его употреблять, про- 
водили доказательство путем исчерпывания полностью. 

Телерь мы вкратце передаздям ход доказательства на соврзмен- 
ном языке. При этом мы отметим заодно, что, как ни остро- 
уно это доказательство, но ныне оно нас мало удовлетворяет, 
во-первых, потому, что, как было указано, в нем не выявляется 
суть дела, во-вторых, потому, что оно косвенное (апагогическсе). 
Все же нельзя не восхищаться гениальностью изобревших этот 
способ доказательства греков. 

Обозначим площади обоих кругов через К и [, площади 
вписанных в них подобных многоугольников с произвольным 
количеством сторон — через АТ и [', диаметры — черзз А и [. 


Эвклид стремится доказать, что ® 
К: = Р?:Р, (1) 
причем ему известно, что 
К': Г == 2:12, (2) 
Допустим, что (1) неверно и что 
Е?: 12 —=К:5, (3) 
где $<1. (4) 


Тогда Эвклид увеличивает число сторон многоугольника [’ 
в круге [. до тех пор, пока остаток от площади круга не ока- 
жется меньше разности 2 — 5. Разумеется, эту последнюю можно 
и должно мыслить сколь угодно малой, но этого Эвклид нигде 
не высказывает 1). 

То обстоятельство, что мы можем достичь этого в случае 
впчсанных многоугольников, покоится на теореме Х, 1, рассмот- 


1) Ср. примечание 1] на стр. 185. Для логическ-й правильности доказа- 
тельства совсем не является необходимым, чтобы разность эту можно 
было мыслить себе сколь угодно малой, и в последующих дсказатеть- 
ствах путем исчерпызания, например в соответствующей теореме об от- 
ношении объемов шароз, действительно более не встречается последо- 
вательности величин, стремящейся к некоторому пределу. Это, разу- 
меегся, не способствует тому, чтобы такие доказательства оказались 
для нас более привлекательными. 
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ренной нами в предшествующей главе и служащей фактически 
основой всех доказательств путем исчерпывания. 
Мы имеем тогда: 
Е— ИЕ — 5, (5) 


и >> 5, (6) 


Если вписать в круг К правильный многоугольник со столь 
же большим количеством сторон, то будет иметь место равен- 
ство (2). Поэтому 


и, следовательно: 


К: =К:$, (7) 
ИЛИ К':К —[': 5. (7а) 
Но так как К < К, (8) 

то должно быть также: 
и<5. (9) 


Но это прямо противоречит равенству (6), так что неравен- 
ство (4) не может иметь места. 

Во второй, более краткой, части доказательства рассматрни- 
вается, нельзя ли в равенстве (3) принять 


5> РЕ. (10) 
Эвклид для этого полагает 
$: ==[: 7. (11) 
Тогда, так как 5, тои К ТУ, или же 
Г К, (12) 


что соответствует равенству (4). Далее, доказательство можно 
вести точно тем же путем, что и в первой его части, переменив 
только ролями оба круга. В результате оказывается, что равен- 
ство (10) так же невозможно, как и равенство (4), на основании 
чего должно быть: 

$ =, (13) 


а отсюда следует доказываемая теорема. 

Если бы Эвклид пожелал доказать прямым путем и вторую 
часть, то ему пришлось бы воспользоваться описанными много- 
угольниками. Но сведение вопроса к первому случаю было более 
коротким. Мы в настоящее время видим недостаток этого, логи- 


1) Доказательство этого предложения содержится в опущенной нами 


лемме. Оно состоит просто в том, что меняются местами внутренние члены 
пропорцни. 
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чески безупречного в других отношениях, доказательства в Том, 
что без всяких рассуждений принимается существование значения *, 
которое должно удовлетворять равенству (3). Мы теперь дока- 
зываем существование предела, к моторому стремятся вписан- 
ные многоугольники. Но вряд ли можно упрекать Эвклида в том, 
что он не испытывал потребности в этом доказательстве 1). 


Ш 


Квадратура параболы при помощи бесконечной геометрической 
прогрессии 


Из „АгсШтед!$ Орега ошМа сит Сопттешагй$ Ещосй“, НЦегит 
ебац .. 1.. Нефего. \о)]. И, ГАряае, МОССССХШ. Из сочинения, назы- 
ваемого. „Квадратура параболы“. Нем. переводы А. Сз\аЙпа в „Серии 
классиКов Оствальда“, № 203 и Е. КИет, с английского издания 
ТВ. [.; Неа (см. выше, стр. 188). Однако оба перевода сделаны очень вольно, 


Предварительное замечание. Сам Архимед не дал 
никакого названия своему сочинению, ибо оно было написано. 
в виде письма к одному другу. „Квадратура параболы“ содержит 
24 главы. В первых семнадцати сперва приводится и доказы- 
вается ряд теорем о параболе и затем вычисляется площадь (косого) 
сегмента параболы посредством применения закона рычага и 
центра тяжести треугольника, — метода, на деле соответствующего 
современному интегрированию. К этому Архимед присоединяет 
еще чисто геометрическую квадратуру т. го же сегмента, основы- 
вающуюся на бесконечной прогрессии со знаменателем 1/,. Спра- 
ведливость рэзультата проверяется при помощи обыкновенного 
доказательства исчерпыванием. В 


нижеследующем я передаю содер- < 

жание глав от ХУШ до ХХИ в 177 5: 

современном изложении, 
Пусть в косоугольных коорди- 

натах, в которых осыо у-ов слу- 

жит касательная в точке В, а осью, 

х-ов диаметр ВЕ (фиг. 51), урав- 

нение параболы имеет вид: у2—тх, 4 6 ‚ и С 


и пусть Н представляет собого Фиг. 51. 


1) О доказательстве путем исчерпывания см. статью @. Липре, 
Везопаетнецеп 4ег рцесн6Веп Ма{петаёК, в „ЛаНгезЬег. О4зсй. Майи. Уег.“, 
35 (1926), стр. 150 и сл. 
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середину отрезка РС. Тогда, если точка С им-ет координаты х, 3, 


1 
то для точки Е с координатами &, У имеет место равенство; 


и, следовательно: 


у? 

ё ат’ 
ВЕ ИЗ, 8 в 
и ит 4418 


Далее, так как 
НК=- ЕВ, то КЕ=- ЕВ и НК =2КЕ. 


Вследствие этого 


АНСК =2 А КСЕ = Л ВСЁ, 
а так как 
ЛАЕСВ =4 Л НСК, 
то 
Л ЕСВ =4 Л ВСЕ, 


и, наконец, в силу того, что слева от диаметра РВ имеют место 
такие же отношения, 


ААСВ=4 (Л АВЬ-- Л ВСВ. 


При этом все встретившиеся треугольники являются наиболь- 
шими из числа тех, которые могут быть вписаны на хордах-жак 
на основаниях в сегменты параболы 1). Но фигуры ВСЕ и АВО 
находятся в совершенно таком же положении, как и фигура АСВ, 
и с ними можно поступить таким же самым образом. При этом 
возникнут четыре треугольника, вписанные в четыре оставшиеся 
сегмента параболы и составляющие вместе 1/, суммы треуголь- 
ников АВО и ВСЕ. Далее, так как путем дополнения до парал- 
лелограмов легко показать, что каждый вписанный треугольник 
больше половины соответствующего сегмента параболы *), то (со- 
гласно Эвклиду, Х, 1, см. выше, № 1) разность между сегментом 
параболы АСВ и возникающим при последовательном вписывании 
треугольников вписанным многоугольником может быть сделана 


8) Так как касательная в конце дизметра, например в В, всегда 
параллельна сопряженной хорде, например ВС. 
1) См. выше, № П, стр. 189. 
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менее любой данной площади. С другой стороны, сумма образу- 
емых таким способом треугольников, как бы далеко ни был про- 
веден процесс их образования, меньше сегмента параболы. Две 
последние главы я далее передаю дословно. 


Стр. 310 (С2майпа, стр. 26; КИет, стр. 368). ХХШ. Если 
даны величины, которые таковы, что каждая из них вчет- 
веро больше следующей, то все эти величины, взятые вместе, 
если к ним присоединить еще уе ре 
одну треть наименьшей  (вели- | } 
чины), будут на одну треть больше, | 
чём наиболышая (величина), | 

Возьмем последовательно сколь 
угодно много величин А, В, С, 

О, Е (фиг. 52), из которых каждая 

вчетверо больше последующей 1). 

Наибольшей из них пусть будет 4, 

затем пусть С представляет собою Фиг. 52. 

одну треть В, Н (также одну треть) 

величины С, О — треть величины Д, Г — треть величины Е. Так 
как 2 есть третья часть В, а В — четверть А, то В и & оба 
вместе составят третью часть А. По тем же самым соображе- 
ниям также Ни С (составят вместе третью часть) В, Ои О — 
третью часть С, Ги Е — третью часть ДО, и В, С, О, Е, 2, 
Н, О, Г все вместе составят третью часть от взятых вместе А, В, 
С, О. С другой стороны, (сумма) 7, Н, О сама составляет 
третью часть (суммы) В, С, . Сле .овательно, остающиеся В, С, 
р, Е, Г составляют вместе третью часть оставшейся величины А. 
Таким образом очевидно, что А, В, С, О, Еи/,т. е, одна треть Е, 
взятые вместе, на одну треть больше, чем А, 


Пояснительные замечания. Мы предоставим читателю 
сделать точный перевод рассуждений Архимеда на язык соврс- 
менных обозначений. Мы же передадим только ту идею, которая 
лежит в основании архимедова доказательства. 

Положим 


$=А-++ВЬС-О-+Е (А: В —=0О:Е = 4:1). 
Тог.:а 


4 4 4 4 4 4 
ВУЗА ВЕСТ ОТ ЗА 


{) Грилагаемый чертеж выражает это из легко поня ных сообра- 
жений — только схематически. 
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ИЛИ 


Наконец, 


Нынешний наш метод, состоящий в том, что мы просто умно- 
жаем первое равенство на 4 и затем вычитаем первоначальное 
равенство, хотя и приводит быстрее к цели, но дальше от хода 
мыслей Архимеда. 

Теперь прежде всего следует заметить, что полученный резуль- 
тат уже не являлся новым во времена Архимеда. В. 35-й теореме 
1Х книги „Начал“ Эвклид доказывает следующую теорему, в фор- 
мулировке которой я лишь видоизменил в соответствйи с выше- 
изложенным буквы и число элементов. 

Если величины ЕЁ, 40), С, В, А, Х образуют геометрическую 
прогрессию, и величина Е является наименьшей, то 


(Р—Е):Е=(Х— Е): (АРВ+НС-+НО-Е), 

или же 
ХЬ—Е 
=’. 


Это не что иное, как общая формула суммирования геоме- 
трической прогрессии. В вышеприведенном случае 


Х=4А, Р=АЕ, 
значит; 


Ни Архимед, ни Эвклид не могли математически выразить 
того факта, что их расчеты верны для любого числа членов. 
Но они это говорят, и во всяком случае доказательство проте- 
кает так, что можно принять любое конечное число членов. 

Все это само по себе не представляет еще ничего особен- 
ного. Но, как мы сейчас увидим, Архимед использует получен- 
ный им результат, молчаливо допуская, что прогрессия продод 
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1 
жается до бесконечности, так что 38 исчезает и 5 оказывается 


равным А. Прежде всего передадим дословно содержание 


соответствующей главы. 


` Стр. 812. ХХПГУ. Всякий ограниченный прямой линией 
и сечением прямоугольного конуса (т. е. параболой) сегмент 
на одну треть больше треугольника, имеющего одинаковую 
с ним высоту и общее основание. 

Пусть, действительно, АДВЕС представляет собою сег- 
мент, ограниченный прямой и сечением прямоугольного конуса 
(фиг. 93), и пусть треугольник АВС имеет с сегментом общее 
основание и ту же, что и он, высоту. Площадь К пусть 
будет равна четырем третям треугольника АВС. Требуется 
показать, что она равна сегменту АДВЕС. 


2- 


Фиг. 53. Фиг. 54. 


Если она не равна (сегменту), то она либо больше его, 
либо меньше. Допустим сперва, если это возможно, что 
сегмент АВЕС больше, чем площадь К. Я вписываю, как 
указывалось, треугольники АДВ и ВЕС, затем в оставшиеся 
сегменты вписываю другие треугольники с теми же основа- 
ниями и одинаковыми высотами, что и у сегментов, и все 
время продолжаю вписывать в возникающие при этом сег- 
менты 1) треугольники с теми же основаниями и одинаковыми 
высотами, что и у сегментов. Тогда (в конце концов) оста- 
ющиеся сегменты становятся (взятые вместе) меньше разности, 
на которую сегмент АДВЕС превосходит площаль А’. При этом 
вписанный многоугольник оказался бы больше, чем К. Но это 
невозможно. Действительно, ведь следующие друг за другом 
илощади находятся друг к другу в отношении четырех к одно- 


1) Здесь в греческом тексте стоит слово 855 (два), что представляет 


собою очевидиую описку. В латииском тексте (стр. 313) это слово 
тоже выпущено, | 
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му. Прежде всего треугольник АВС вчетверо больше треугольни- 
ков АДВ и ВЕС, взятых вместе, затем эти треугольники сами 
вчетверо бол: ше, чем (сумма) вписанных в следующие сегменты 
(треугольников), и так далее все время, так что очевидно, 
что все эти площади, вместе взятые, меньше четырех третей 
наибольшей из них. Но (площадь) К равна четырем третям 
наибольшей площади, следовательно, сегмент АДВЕС не боль- 
ше площади К. 

Допустим теперь, если это возможно, что он меньше. 
Положим тогда треугольник АВС равным (площади) 2, чет- 
верть С (равной) Н, и таким же образом (четверть) Н (рав- 
ной) О и будем поступать так до тех пор, пока последняя 
(плошадь) не окажется меньше разности, на которую площадь 
К превосходит сегмент, и пусть эта последняя наименьшая 
(площадь) .будет /. Тогда величины Й, Н, О, Г, взятые, вместе 
и сложенные еше с одной третью /, будут на одну треть 
больше, чем Й. Но К также на одну треть больше, чем 7. 
Следовательно, А также равна площадям 2, Н, О, Г, взятым 
вместе и еще сложенным с третьей частью /. Далзе, так как 
площадь А превосходит (сумму) площадей Й, Н, О, [, взятых 
вмссге, менее, чем на /, а сегмент более, чем на /, то очевидно, 
что площади 7, Н, О, Г, взятые вместе, больше сегмента. Но это 
невозможно. Действительно, было доказано, что еёли имеется 
любое количество площадей, из которых каждая вчетверо 
больше следующей за ней и наибольшая из которых р:в- 
на вписанному в сегмент треугольнику, то все эти площади, 
вместе взятые, меньше сегмента. Следовательно, сегмент АДВЕС 
не меньше площади К. Но уже было доказано, что он также 
не может быть и больше, значит, он равен площади К. 
А так как площ’дь К равна четырем трстям треугольника 
АВС, то и сегмент АДВЕС также рэзвен четырем треётям 
тре’гольника АВС. 


Пояснительные замечания. Эго доказательство пред- 
ставляет собой типичный пример того, что при помощи исчер- 
пыванея нельзя найти ничего такого, что не было найдено 
или 0 чем бы не догадывались ра.ее на оснсвакин какого- 
нибудь гругого способа. Предварительно Архимед просто заранее 
формулирует теорему, которую он желает доказать: сегмент 


4 

парзболы равен и ЛАВС, и затем он доказывает соствет- 
4 

ствующим обр.3ом, что площадь А, равная з Л АВС, не мсеж-т 


быть больше или меньше сегменга параболы. Чит.тель при же- 
-09 


лании может сам без труда переложить рассуждения Архимеда 
на язык алгебраических символов. Мы же здесь коснемся лишь 
принципиальной стороны дела. Откуда Архимеду известно, что 


4 
для сегмента площадь окажется равной -= Л АВС? Не может 


быть никакого сомнения в том, что он представлял себе после- 
довательность вписанных треугольников или же заменяющих их 
в этой главе площадей 2, Н, О, [, из которых каждая вчетверо 
больше последущей, продолжающейся неограниченным образом, 
так что в конце концов „последний“ член геометрической про- 
грессии может быть положен равным нулю, и сумма ее действи- 


4 
тельно равна 5- первого (наибольшего) члена. Таким образом 


фактически Архимед пользовался бесконечной геометрической 
 прогрессией, хотя он на это не намекает ни одним словом. Ведь 
он доказал, что разность между сегментом параболы и суммой 
вписанных треугольников может быть сделана менее любой сколь 
угодно малой величины (в дополнении к гл: ХХ он говорит 
только: любой данной площади). Этого вполне достаточно с точки 
зрения наших современных столь строгих требований. Поэтому 
особенно замечательно, что древние греки предпочитали взвалить 
на себя бремя косвенного хохазательства, лишь бы избежать 
слов „предел“ или „бесконечное“. Однако они, как мы это 
увидим еще более отчетливо ниже, нисколько не боялись 
употребления этих понятий в эвристических целях. В противном 
случае они. просто не получили бы никаких результатов. 

Из начала этой главы видно, что Архимед еще не употреб- 
лял слова „парабола“ (так же как „эллипс“ и „гипербола“). 
В прежнее время конические сечения определялись как сечения 
конуса плоскостью, перпендикулярной к его образующей. При 
этом, естественно, парабола являлась сечением прямоугольного 
конуса, эллипс — ссчением остроугольного конуса и гипербола — 
тупоугольного. Хотя еще и до Аполлония (около 200 г. до н. э.) 
было известно, что, например, эллипс можно получить и из 
тупоугольного конуса, но только Аполлоний первый порвал 
с традицией и одновременно ввел эти употробительные и до сих 
пор назрания (ср. часть Ш, № |. 


[У 
Опрове,.-жение учения о линиях-атомах 


Из „Анен$ аше {епициг..., де Ипез пзесаБШЬиз,.., ‚ еШай Оно 
Арен. [4рзае, МОССОТ.Х> ХУШ, стр. 139-—157 (греч.). По-гат. в. „Аг ${0{е!$ 
Оре-а“ е4. Аса'епиа Реза Вогиззае. \"01. Ш, „Ац$04е1е$ 1аНпе 1т1егрге- 
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6и$ уагШ$“. ВегЦи, 1831, стр 474 до 476. „Ое тзесаШьи$ Ште!5“. ЛаНо 
МаШапо Ко{а 1(егргее. Нем. пер. О. Апельта в „Вейгаре хиг СезсШсще 
Чег Оцезс спел РЫЙозорше*, 1лейрф, 1891, в качестве прилож. к АБН. У: 
„О{е У! егзаспег 4ег Ма етаНК тм АЦефит“ (стр. 253—286; в частности, 
стр. 211—286). Англ. пер. в „Тпе \МогК$ оЁ Айзю{Це“, Тгапз1. имо Епё1. 
ип4ег +Ве ЕдЙог$Ыр оЁ /. А. Эм, У. О. Воз$. Ра 2; „Ое Цпе!$ шзесаБ!- 
6и5*, Бу Наго4 Н. Лоасшт, Охота, 1908, (1\) - (64) с. ш $0. 

Предварительное замечание. Сочинение „О недели- 
мых линиях“, наряду с некоторыми другими дошедшее до нас 
под именем Аристотеля, по всей вероятности, принадлежит од- 
ному из его учеников. Различные факты указывают как на его 
автора на Теофраста, которого сам Аристотель считал крупней- 
шим из своих последователей и который известен в качестве 
„отца ботаники“. В этом сочинении речь идет об опровержении 
учения о „линиях-атомах“, которое теоретически разрабатывалось 
в Академии Платона и главным представителем которого был 
Ксенократ. Согласно названному учению никакой отрезок (и ни- 
какое физическое тело), — как этого требовал уже Анаксагор 
(около 460 г. дон. э.), —- не могут быть делимы до бесконеч- 
ности, а всякая математическая линия (так же как и всякое фи- 
зическое тело) должна состоять из мельчайших неделимых далее 
атомов, так называемых „линий-атомов“ Эта концепция гармо- 
нировала с разработанным главным образом Демокритом (около 
440 г. до н. 9.) „атомизмом“. Как указывает автор сочинения 
„О неделимых линиях“, это учение „резко противоречит всей 
математике“. Несмотря на это, оно принесло математике пользу. 
„Неделимые“, как называли „линии-атомы“ и их обобщения 
в средние века, послужили, по словам Архимеда (см. ниже, № УП), 
еще Демокриту для вывода формулы объема пирамиды, а сам 
Архимед применил их, как мы увидим далее, при открытии строго 
доказанных им позднее теорем о площадях и объемах. Схолас- 
тики, как, например, Альберт Великий, Фома Аквинский, Рожер 
Бекон, Дунс Скотт, Фома Брадвардин, усовершенствовали теорию 
неделимых, и первые магематики нового времени, как Декарт и 
Галилей, вновь стали их применять сразу же так, как будто они 
представляли собой давно знакомые вещи. Ученик Галилея Ка- 
вальери привел их применение для квадратур и кубатур в Извест- 
ную систему Но и те „бесконечно малые“ величины, которыми 
пользовались другие магематики начала нового времени, как, на- 
пример, Паскаль (см. № ХГУ), также родственны неделимым. Таким 
образом можно сказать, что неделимые подго!овили открытие 
исчисления бесконечно-малых 1). 


1) Несмотря на огромную важность этого сочинения для нстории 
исчисления бесконечнэ-малых, о ием совершенно не упоминается в боль- 
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В указанном псевдоаристотелевском сочинении, направленном 
против этого учения, сперва приводится пять доводов в его 
пользу. (К сожалению, оригинальным изложением, принадлежащим 
Ксенократу или кому-либо иному, мы не располагаем.) Первые 
три довода носят философский характер, четвертый основывается 
на парадоксах Зенона и отпадает вместе с опровержением этих 
парадоксов, а пятый базируется на одном недоразумении, отно- 
сящемся к понятию „соизмеримости“ Против этих пяти доводов 
автор направляет целый фейерверк возражений, поражающих не 
только изобилием, но и остроумием и меткостью. К сожалению, 
вследствие плохого состояния дошедших до нас рукописей текст 
не везде установлен вполне точно. Ниже я даю несколько выдер- 
жек из упомянутых возражений. 


Стр. 146,16... Таким образом очевидно, что из приве- 
денных (в пользу учения) доводов не следует ни необходи- 
мость существования линий-атомов (ал3деу уромиюу), ни их 
вероятность. Из последующего это станет еще более ясным. 1) 

(1) (147,4). Далее, все линии (отрезки) были бы в таком 
случае соизмеримыми (б0длётоо!). Ибо се они были бы изме- 
римыми при помощи атомов (-линий), как те, которые соиз- 
меримы (просто) по длине, так и те, которые соизмеримы 
(только) в квадрате. (Действительно) линии-атомы все соиз- 
меримы по длине, — ведь они равны, — а значит, они соизме- 
римы и в квадрате. Но в таком случае каждый квадрат был 
бы рациональным (5116) ?)... 


шом труде по истории математики М. Кантора (Сатог). Однако в по- 
следнее врзмя на него было обращено внимание ряда исследователей. 
Известные улучшения в работу Апельта (Арей) были внесены Евой Закс 
(Еуа 5асвз}, „Се #шЕ Р]а{оп1зсНел Кбгрег“, Вегт, 1917, стр. 133—146; спе- 
циальную главу линиям-атомам посвятил Ю. Ш те н цель (1. ${еп2е1), Фа 
ципа Сезфай Бе! Р!аюп ила Апзю{еез, [.е1р21о, 1924, стр. 70—83. Для 
ознакомления с общей постановкой проблемы см. особенно Э. Ф ранка 
(Ечсв Ргапк), Раю ип Фе зосепапщел Ру{парогеег, На|е а. $. 1923. (в 
именном указателе) и вышедшую недавно книгу Оска ра Бекера 
(ОзКаг Вескег) „Машетай сне Ех[${еп2“, НаПе а. $. 1927 (например стр. 
145). Но, насколько мне известно, ни один из немецких авторов не исполь- 
зовал тщательного английского издания Иоахима (ГоасНип), которое, 
однако, вышло еще в 1903 г. и в многочисленных примечаниях содержит как 
критику текста, так и замечания по существу вопроса. См. также 
более старую книгу Р. Гейнце (В1сНага Нешт2е) „ХепоКга{ез, Паг{еилв 
Чег Гебге ипа Затииле 4ег Егартете“, Ге! 216, 1892, стр. 60—64. 

1) Греческий текст” не разделен на абзацы или как-либо иначе, 
В издании Иоахима очень хорошо выделены различные пункты. 

?) Здесь имеется в виду кажлый квалратиый корень. 


(П) (147,12). Далее, раз из трех данных прямых обра- 
зуется треугольник, то треугольник (можно) составить также 
из трех линий-атомов. Но в каждом равностороннем (треуголь- 
нике) высота (проведенная из вершины) проходит через сере- 
дину (основания), а следовательно, и через середину атома 
(линии). 

(Ш). Далее, „сли из неделимых (а4есфу) (линий) образо- 
вать квадрат и провести диагональ и опустить перпендикуляр 
(из одного из свободных углов на диагональ), то сторона 
квадрата в квадрате равна квадратам перпендикуляра и поло- 
вины диагонали (взятым вместе), так что она (сторона ква- 
драта) вовсе не является самым малым (отрезком)... 

(ТУ) (148,6). Далее, присоединение одной линии (к другой) 
неё могло бы увеличить всей линии. Ибо неделимые (линии), 
взятые в совокупности, не образуют ничего большего. 

(У). Далее, раз из двух неделимых (линий) не может быть 
образована непрерывная (линия), ибо все непрерывное должно 
допускать многократное деление, а всякая линия, исключая 
линию-атом (как признается) непрерывна (50у5ут<), то не мо- 
жет существовать линий-атомов. .. 1). 

(УГ) (149,13). Далее (в этом случае) не во всякой линии 
(имелась бы) точка (ст!ум1). А именно (линия)-атом (не могла 
бы) содержать точки, ибо, если бы она содержала только одну 
точку, то линия (сама) была бы точкой, а если бы — несколько 
(точек), то она была бы делима, А ссли бы в (линии)-атоме 
не было ни одной точки, то их вообще не имелось бы ни в 
одной линии, нбо все прочие (линии) (составлены) из атомов- 
(линий)... 

(УП) (150,1). Далее, граница линии была бы линией, 
а не точкой. Действительно, граница — это есть последнее, т.е 
атом-(линия). Но если бы граница была точкой, то и (линия)- 
атом имела бы своей границей точку, и одна линия была бы 
болыше другой на одну точку... (150,7). Чем, вообще, отли- 
чается точка от линии? Линия-атом не обладает, кроме имени, 
никакими характерными признаками, отличающими ее от точки... 
(150,17). Но из этих (доводов) ясно, что линия не может 
также (состоять) из точек. Ибо большая часть доводов под- 
ходит почти так же (к точкам, как и к линиям-атомам). (Это 
соображение развивается далее)... 


— 


1) Аристотель в „Физике“, \, 3, определяет непрерывность след) ю- 
щим образом: „Я говорю, что неч:о непрерыгно (буквально: связано), 
если границы двух (вещей), которыми. они соприкасаются, являются 
одной И ТОЙ же и, как говорит уже самое название, связаны". 
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(УШ) (154,4). Далее, все тогда разлагалось бы и разреша. 
лось на точки, и точка (была бы) частью тела, ибо (согласно 
теории) тело состоит из плоскостей, плоскости — из (прямых) 
линий, а линии — из точек... 


Пояснительные замечания. Как видно из моего почти 
лословного пере`:ода, греческий текст в высшей степени лаконичен, 
Перевод Апельта близок к нему, между тем как перевод Иоахима 
носит более вольный характер. — Замечание к (1). Разумеется, греку 
не известны никакие иные иррациональности, кроме иррациональ- 
ности квадратного корня, которая уничтожается путем возведения 
в квадрат. Выражаясь соврэменным языком, в этом случае рацио- 


нальным было бы не только число 3, но и число УЗ, ибо квад- 
рат с площадью 3 имел бы стороны, состоящие из линий-атомов, 


и, значит, ИЗ должен быть соизмеримым с 3, ибо общей мерой 
является как раз линия-атом. Различие между рациональным и 
иррациональным тогда исчезло бы. — (П) и (Ш) очень изящны и 
легко позятны. — (ПУ). Для линий-атомов аксиома Архимеда не 
имела бл силы, — это отрицание „бесконечно-малого“ (см. выше, 
стр. 186). (У). Атомизм находится в принципиальном противоречии 
с непрерывностью. Это — как раз то, что ныне отделяет так на- 
зываемых формалистов (Гильберт) от интуиционистов (Броуер). 
Современная теория непрерывности в конечном счете атомистична, 
ибо она основывается на теории иррациональных чисел (кото- 
рым соотвэтствуют точки на отрезке). Интуиционисты, наоборот, 
являются представителями, так сказать, интуитивной непрерыв- 
ности; с их точки зрения отрезок не только не состоит из точек, 
но и не может быть разложен на точки. — (УГ—УП). Здесь сле- 
дует ряд аргументов, показывающих, что линии-атомы не отли- 
чаются от точек. — (УШ). Этот отрывок показывает, что Апельт 
был неправ, полагая, что теория линий-атомов не имеет ника- 
кого отношения к атомистике Демокрита. Демокрит как раз при- 
менял разложение тела на плоскости (см. ниже, стр. 222). Однако 
систематическая разработка теории впервые была произведена 
школой Платона 1). 
\ 


Сумма квадратов чисел 


Из „АгсШтейз Орега отша сит Соттегиа!$ Ещосй“. Негит е ай 
}. 1.. Нефегр. \Уо1. П, МОССССХШ, Ирзае, п ае4Ъиз В. Ц. Тецбпен, 


:) В дошедших до нас сочинениях Платона не встречается „неде- 
лимых линий“. Но мы располагаем свидетельством Аристотеля („Метафи- 
зика“ 1, 9, АК.-Аизе, 992а) о том, что сам Платон часто пользовался 
линиями-атомами. 
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В ча тности, из „очинен. „Ве 1пе!$ зриаШЬиз“. Нем. пер. А. СимаНла „Оъег 
ориаеп“ уоп АтсШте4ез, [.е1р210,1922. АКаа. Уе!1.-Цез.(О$ф\у. КЛаз$., №201). 


Стр. 30. Х. Пусть дано произвольно много линий (отрез- 
ков), разность между которыми одинакова, пусть эта разность 
равна наименьшему (отрезку), и пусть даны еще другие линии 
(отрезки) в том же количестве, что и предыдущие, из кото- 
рых каждая равча наибольшему. Тогда квадраты, построенные 
на равных наибольшему (отрезках), вместе с (еще одним) квад- 
ратом на наибольшем и прямоугольником на (отрезке), равном 
всем тем, разность между которыми одинакова, и на наимень- 
шем (отрезке), втрое больше, чем все квадраты, построенные 
на (отрезках), разность между которыми одинакова. (1) 1). 

Пусть А, В, С, О, Е, 7, Н, Т (фиг. 55) представляют собой 
произвол:но много данных по порядку линий (отрезков), 
разность между которыми одинакова, и пусть Т будет равно 
этой разности. Присоединим к В отрезок /, равный ТГ, к С — 
отрезок К, равный Н, к ОР — отрезок [, равный 2, к Е— 
отрезок М, равный Е, к 2 — отрезок М, равный О, к Н— от- 
резок Х, равый С, к Г— отрезок О, равный В, тогда все 
получившиеся (отрэзки) будут равны друг другу и (все по 
отдельности) — наибольшему отрезу. Нужно доказать, что квад- 
раты, построенные на всех (отрезках), 
а именно на А и на получившихся 
(в результате дополнения), вместе с 

д х (взятым еще раз) квадратом на отрез- 
8 0} ке А и прямоугольником, построенным 
0 Е на Ги на (отрезке), равном всем (отрез- 
7 н кам) А, В, С, О, Е, 2, Н, Т, втрое боль- 
Г| ше, чем все квадраты на А, В, С, 

Фиг. 55. р, Е, Г, Н, Т (ПП). 

Квадрат на В/ (В-|- Г) равен двум 
квадратам на Ги В и двум прямоугольникам на (отрезках) 
В`и Г; (квадрат) на КС равен (32) квадратам на К, С и двум 
прямоугольникам на Ки С; подобным жг образом квадраты 
на других равных А (отрезках) равны квадратам на их частях 
и двум прямоугольникам, построенным на этих частях. Квад- 
раты же на А, В, С, Р, БЕ, &, Н, Т вместе с квадратами на /, К, 
[, М, №, Х, О, к которым присоеденен еще квадрат на А, вдвое 
больше, чем (квадраты) на А, В, С, ДР, Е, 2, Н, Т. (Ш). 

Остается доказать, что взятые в двойном числе прямоуголь- 


/ 


1) Эти цифры соответствуют обозначенным таким же образом раз- 
делам пояснительных замечаний. 
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ник , построенные на частях линий (отрезков), равных каж 
дая А, вместе с прямоугольником на Ги на (отрезке), равном 
А, В, С, РО, Е, 2, Н, Т всем вместе, равны квадратам на 
А, В, С, О, Е, , Н, Т. Так как два прямоугольника, построен- 
ные на В, /, равны двум (прямоугольникам) на В, Т, два (прямо- 
угольника) на К, С равны прямоугольнику на Г и учетверен- 
ном С, ибо К вдвое больше ТГ, два (прямоугольника) на Д, [. 
равны прямоугольнику на Т и ушестеренном 2), ибо [ втрое 
больше Т, и подобным же образом все другие удвоенные 
прямоугольники, построенные на частях отрезков, равны прямо- 
угольнику, построенному на Ги (отрезке), представляющем 
собой все возрастающее по ряду четных чисел кратное бли- 
жайшей линии (отрезка), то все это вместе, если присоеди- 
нить еще прямоугольник, построенный на ТГ и (отрезке), 
равном А, В, С, РО, Е, 2, Н, Т, будет равно прямоугольнику 
на Ти (отрезке), равном А и (34) утроенному В и упяте- 
ренному С и (другим отрезкам), представляющим собой все 
возрастающие по ряду нечетных чисел кратные ближайшей 
линии (отрезка). (У). 

Но квадраты на А, В, С, Р, Е, 2, Н, Т также равны 
прямоугольнику, построенному на тех же линиях (отрезках). 
Действительно, квадрат на А равен прямоугольнику на 7 и 
(отрезке), равном А, вместе с (отрезком), равным прочим, из 
которых каждый равен А; действительно, столько раз, сколько 
Г измеряет А (столько раз измеряет) и А все (отрезки), 
равные ему вместе с (самим) А. (У). Следовательно, квадрат 
на А равен прямоугольнику, построенному на 7 и на (отрезке), 
равном А, вместе с удвоенными В, С, ДР, Е, 2, Н, Т, ибо 
(отрезки), равные А, взятые все вместе, исключая 4, вдвое 
больше, чем В, С, РО, Е, 2, Н, Т. (У|. Подобным же обра- 
зом квадрат на В равен прямоугольнику, построенному на Т 
и на (отрезке), равном В, вместе с удвоенными С, РД, Б, 
2, Н, Т, и точно так же квадрат на С равен (прямоуголь- 
нику), построенному на Т и на (отрезке), равном С, вместе 
с удвоенными Д, Е, 2, Н, Т. Таким же образом квадраты 
на прочих (отрезках) равны прямоугольникам на Т и на 
(отрезках), равных им самим (первым отрезкам) и удвоенным 
остальным. Поэтому очевидно, что квадраты, построенные 
на всех (отрезках), равны прямоугольнику, построенному на Г 
и на (отрезке), равном взятым вместе А и утроенному В и 
упятеренному С и прочим, представляющим собой все возрас- 
тающие по ряду нечетных чисел кратные ближайшего следую- 
щего (отрезка). (УП). 
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Дополнений 


На основании сказанного очевидно, что все квадраты, по- 
строенМые на (отрззках), равных наибольшему (отрезку), взя- 
тые вместе, меньше, чем (36) утроенные квадраты, построен- 
ные на тех (отрезках), разность между которыми одинакова, 
ибо они становятся равными утроенным квадратам лишь путем 
присоединения к ним еще чего то, (и что} они больше, чем 
утроенная (сумма этих квадратов), если отнять (квадрат), 
построенный на наибольшем, ибо присоетинямое меньше 
утроенного квадрата наибольшего (отрезка). (За. этим следует 
еще замечание, что доказаная теорема остается справедливой, 
если вместо квадратов взяты любые подобные фигуры.) (УШ). 


Пояснительные замечания. Содержание теоремы 
таково: 
(Г) Если даны два ряда отрезков 


а, 2а, Зл, па = (сумма $5), (1) 


па, па, па, па, (2) 
то 


п (ла)? -- (па)? -- аз = 3 [4 + (2а)? -| (За) (па)? 
(1) Так как Архимед не был в состоянии выразить это в столь 
общей форме, то он берет два ряда отрезков: ряд 
А, В, С, ФР, Е, 2, Н, Т, (1*) 
% 


представляющий собой убывающую арифметическую прогрессию 
с разностью Т, и 


А, В 1, СК, БЕ Е-М, М НХ, Т-О, (2*) 
где 

[= Т, К=Н(=23Т), [= (=3Т) О=В(=7Г), 
так что все отрезки ряда (2*) равны А (= 87). Тогда его теорема 
гласит: 
[42 (В-|- 7)°-+..Е(Т--О-+ АЯ-НТ( АВС. НТ = 
= (А-В С... Е 7), 
нли короче: 
(41) 42 Т(А-В-С-...-ЕТ) =3 (А? - В? С*--.,.-- Та). 

(Ш) Здесь Архимед говорит, что 

(В-- /)? = В - 12-25, 

208 


н устанавливает соответствующие равенства для других сумм. 
Далее, так как /=Г и т. д., то 


Аз -|- В? -- С? 2 - ЕЗ-{ 21 ют 
- М-Н № -- Х2- 0° -- 42 =2 (А? -- ВР С2--... + Т.). 
(1МУ) Далее получается: 
2В/--2СК--...--2ТО =2ВГ-- 4СТ-- - 1472. 
Если к этому присоединить еще прямоугольник 


ГА В С- т 
то получится сумма: 
ТА-ЗВ-ЬС = 157). 
(У) Теперь получаем: 
А? —=Т.8А = Т[А- (ВП - (СК)... + (Т-+О]]. 


(УТ) Так как согласно вышесказанному / = Т, К=Н, ‚ О —= В, 


и А=тТ[А--2(ВС- + Т)|. 
(УП) Подобным же образом; 

В = Т[В--2(СЬО+.. ТУ, 

С —=тТ 2 В--... ЕТ), 


Н? = (Н-2Т), 
Т2 —= Г.Т, 
и, следовательно: 
Д? -- Вз -- С? -- -- Т*=тТ(АЗВ- 5С-- < 157). 
Поэтому в силу (1\): 
2ВГ-- 2СК--... +2тТ0- Т(А-В-С- 7) — 
— 42 -|- В? -|- С*--...- Т?, 
Но, согласно (Ш): 
А? -- В. ТК... | 0- Аз= 
—=2 (42 ВЗ-- С... 4-72). ® 
Отсюда, наконец, получается теорема: 
ив Ч ОтатмНвсч.. 
НТ =з( А-В ТГ 
Гейберг указывает на то, что в доказательстве Архимеда 
имеются некоторые шероховатости, обязанные своим происхож- 
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дением позднейшим комментаторским вставкам. Я здесь не буду 
вдаваться в обсуждение этого вопроса. Записанное в современ- 
ных обозначениях доказательство Архимеда совсем не так уж 
трудно для понимания. Но можно представить себе только, что 
было бы, если все это потребовалось теперь продумать, не поль- 
зуясь записью! 

(УШ) Дополнение представляет собою важнейшую часть всего 
рассуждения! В нем говорится следующее: „ети, 


\ 


п. 42 3(А2-- В -|- С--... + Т?), (3) 
что непосредственно явствует из (П), и далее утверждается, что 
п. А2`> 3 (В? -- С*-- р... Т?). (4) 


Последнее неравенство основывается на том, что 


АЗ Т(АЧВ-С+... + Т) <34®, 
Т(АНВ-С-...-Т)< 24%, 


Это же непосредственно вытекает из (У). Левая часть меньше 
даже, чем 4?, так что, наверное, меньше 243. 

Если мы в неравенства (3) и (4) подставим обозначения из (1). 
то они будут гласить: 


ива? << 3 [ав -|- (2а)* +... (и— 1242 + а, — (3%) 
за? > 3 [42 -|- (20) -|-...-- (и — 12а? (4*) 


Подставив в соотношение (4*) п--1 на место п, мы его 
преобразуем в неравенство: 


(п-|- 1)842 >> З[а? - (2а}8--...- (п — 1)2а2 -- п?а?]. (4**) 


Неравенства (3*) и (4**) можно объединить в одно: 


и. < а? -- (2а)2 (За)? —- ... - (па)? < а, (5) 


или же 


Если в последнем неравенстве заставить @ все время умень- 
шаться, а п одновременно неограниченно возрастать, причем так, 
чтобы ап было всегда равно некоторому определенному значе- 
нию х, и если умножить его еще на а (—= 4х), то из него (ко- 
ратко выражаясь) получится интеграл: 


х 

3 
феи, (6) 
0 
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По существу именно так Архимед и пользуется неравенствамн 
(3) и (4) (см. следующий номер). 

(1Х) Самую формулу суммы квадратов чисел Архимед не вы- 
числил, но она сразу же получается из (1), если положить там 


$ = = п(п--1)а. Тогда получится: 


„За-- ая мари 1) аа ии аа = 


= ии 1) 42 (21 + 1), 


или же @?2- (24) -- - (па) == п (п -- 1) (21 + 1) а?. 


Разумеется, из этой формулы можно было бы получить инте- 
грал (6) непосредственно путем перехода к пределу (см. ниже, 
стр. 220), не применяя употребляемых Архимедом неравенств. Чи- 
стая сумма квадратов чисел натурального ряда получается из 
последнего равенства путем деления на 42°. 


\У1 
Объем сфероида (эллипсоида вращения) 


Из „Агспитед$ Орега ошма...” Негат ебФай 1. 1.. Нефего. У\о1. 1. 
МОССССХ, Шряяе, 11 ае4 из В. Ц. Теиьпей (греч. и лат.). В часл- 
ности, из сочинения, озаглавленного „Ое сопо! из еф зрНаего1 из“. 
Нем. перевод А. Сл2\маНпа „ОЪфег РагаБо!о4е, Нурефоюоще ипа ЕШр- 
5014е“ (О5уа!4$ КЛаз$Щег, № 210), Гарир, Ака. Уепаозоез., 1923 


Стр. 392. ХХУП. Если пересечь какое-либо сфероидальное 
тело (сума, буквально — фигура} плоскостью, проходящей 
через его центр перпендикулярно к оси, то половина сферо- 
ида будет вдвое больше конуса, имеющего то же основание 
и ту же ось, что и сегмент (сфероида). 

Допустим, что сфероидальное тело пересечено плоскостью, 
проходящей через его центр перпендикулярно к оси. Пересе- 
чем его, кроме того, другой плоскостью, проходящей через 
ось` тела, и пусть получившееся сечение (линия) АВСО будет 
(фиг. 56) сечением остроугольного конуса (т. е. эллипсом), 
диаметр же его и ось сфероида пусть будет ВД, а центр О. 
При этом неважно, будет ли ВО большим или же меньшим 
из днаметров сечения остроугольного копуса. Пусть линией 
пересечения с (первой) пересекающей тело плоскостью будет 
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(394) прямая СА. Эта прямая будет проходить через (точку) О 
и образует с ВО прямой угол, ибо было предположено, что 
плоскость проходит через центр и образует с осью прямой 
угол. Требуется доказать, что составляющий половину сферо- 
ида сегмент, основанием которого служит круг, построенный 
на АС как на диаметре, а вершина лежит в точке В, вдвое 
больше конуса, имеющего то же основание н ось, что и этот 
сегмент. 
\% 
Допустим, что нам дан некоторый конус, в котором 2 
(будет) (т. е. который назовем через 2) вдвое больше конуса, 
имеющего те же основание и ось, что и сегмент, (именно) ОВ, — 
тогда я утверждаю, что половина сфероида равна конусу 2. 
Если половина сферонда не равна конусу , то примем 
сперва, что она, если это воз- 
можно, больше. Впишем тогда 
в сегмент, составляющий поло- 
вину сфероида, тело (на этот 
раз суйма стеребу, т.е. твердая 
фигура), а вокруг сегмента 
опишем тело, состоящее из 
цилиндров одной и той же вы- 
соты, притом так, чтобы опи- 
санное тело отличалось от впи- 
санного меньше, чем на вели- 
чину, на которую половина сфе- 
роида больше конуса 1 (1). Так 
как описанное тело, которое 
больше половины сфероила, 
превосходит вписанное тело 
меньше, чем на разность ме- 
жду сфероидом и конусом 7, то’, 
Фиг. 96, очевидно, что и тело, вписан- 
ное в представляющий собой 
половину сфероида сегмент, будет больше конуса 7 (1). По- 
строим теперь цилиндр, основанием которого будет круг, по- 
строенный на АС как на диаметре, а осью ВО. Так как этот 
цилиндр втрое больше (396) конуса с теми же основанием и 
осью, что и сегмент, а конус 2 вдвое болыше названного 
конуса, то очевидно, что цилиндр наполовину больше, чем 
конус 2. Продолжим плоскости всех цилиндров, из которых 
состоит вписанное тело, до поверхности цилиндра, имеющего 
те же основание и ось, что и сегмент. При этом весь цилиндр 
разделится На цилиндры, число которых равно числу цилиндров 


описанного тёла, а величина равна наибольшему из по- 
следних. Далее, возьмем линии (отрезки), у которых (стоят) 
буквы @, число которых равно числу частей прямой ВО, 
а величина каждой равна ВО (Ш), и на каждой из них по- 
строим по квадрату и от последнего квадрата отнимем гно- 
мон, По ширине равный (отрезку) ВГ; этот гномон будет 
в таком случае равен прямоугольнику, построенному на В/ 
и /О (У). От следующего квадрата отнимем гномон, по ши- 
рине равный удвоенному (отрезку) ВГ, — этот гномон будет 
равен прямоугольнику, построенному на ВХ и ХР. Далее, 
от всякого следующего квадрата отнимем по гномону, ширина 
которого на один отрезок (У) больше, чем ширина непосред- 
ственно перед тем отнятого (398) гномо..а. Каждый гномон 
будет равен прямоугольнику, построенному на (двух) отрезках 
ВО, из которых один равен ширине гномона. При этом квад- 
рат, остающийся от второго квадрата, будет иметь сторону, 
равную ОЕ. Далее, первый цилиндр из (цилиндров, лежащих) 
в целом цилиндре, имеющий своей осью ОБ, находится в том 
же отношении к первому цилиндру, (принадлежащему) вписан- 
ному телу и имеющему ту же ось, (именно) ОЁ, в каком 
квадрат на АО находится к квадрату на КЁ (УТ). Из этого 
следует, что они находятся также в том же отношении, что 
и прямоугольник, построенный на ВО и ОО, к прямоуголь- 
нику, построенному на ВЕ и ЕД (УП). Таким образом (первый) 
цилиндр находится в том же отношении ко (второму) цилиндру, 
что и первый квадрат к отнятому от второго квадрата гно- 
мону. Подобным же образом каждый из остальных цилиндров 
с осью, равной ОЁ, находится в том же отношении к (соот- 
вествующему) цилиндру вписанного тела, имеющему ту же 
ось, в каком соответствующим образом расположенный квад- 
рат находится к гномону, отнятому от следующего за ним 
квадрата. Таким образом мы имеем некоторые величины, 
(а именно) цилиндры целого цилиндра, а также другие (вели- 
чины), (и именно) кватраты на ОО, число которых равно числу 
цилиндров и которые попарно находятся в одном и том же отно- 
шении. Далее, цилиндры поставлены в соответствие с другими 
величинами, (именно) с цилиндрами вписанного тела, но по- 
следний цилиндр не поставлен в соответствие ни с каким 
другим (У), а также и квадраты (поставлены в соответствие) 
с другими величинами, (а именно) с отнимаемыми от квадра- 
тов гномонами, но последний квадрат не поставлен в соот- 
вествие ни с каким другим. Затем все цилиндры (400) це- 
лого цилиндра находятся в том же отношении ко всем дру- 
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гим цилиндрам, Что и все квадраты ко всем отнятым от них 
гномонам (1Х). Таким образом цилиндр с теми же основанием 
н осью, что и сегмент, находится в том же отношени к впи- 
санному телу, что и все квадраты ко всем отнятым чот них 
гномонам. Но квадраты (взятые вместе) больше чем в полтора 
раза больше, чем все отнятые от них гномоны. Действительно, 
имеются некоторые линии (отрезки) ОЮ, 05, ОГ, ФР, раз- 
ность между которыми все время одинакова, причем наимень- 
ший из них равен этой разности, и имеются еще другие 
линии (отрезки), у которых (стоят) две (буквы) @О, число 
которых равно числу первых, а величины все равны наи- 
большей. Поэтому квадраты, построенные на всех (отрезках), 
из которых каждый равен наибольшему (взятые все вместе), 
меньше, чем утроенное кратное всех квадратов, построенных 
на отрезках, разность между которыми все время одинакова, 
но больше, чем утроенное кратное всех этих квадратов без 
наибольшего; это было доказано в сочинении „О спиралях“ 
(см. предшествующий номер). Но так как все квадраты меньше, 
чем утроенное кратное других квадратов, отнятых от первых, 
то очевидно, что они (взятые вместе) больше, чем полуторное 
кратное остающихся (фугур), и таким образом (взятые вместе), 
они больше, чем полуторное кратное гномонов (Х). Следова- 
тельно, и цилиндр с теми же основанием и осью, что и 
сегмент, больше, чем полуторное кратное вписанного тела. 
Но это невозможно. Действительно, он представляет собой 
полуторное кратное конуса 2, а ведь вписанное тело, как 
было доказано, больше, чем конус 7. Поэтому половина сфе- 
роида не больше конуса & (Хх. 

(402). Но она и не меньше. Допустим, действительно, что 
она, если это возможно, меньше. Тогда мы снова впишем 
в половину сфероида тело, а вокруг сегмента опишем другое 
тело, состоящее из цилиндров одной и той же высоты, притом 
так, чтобы описанное тело отличалось от вписанного меньше, 
чем на величину, на которую конус 2 больше, чем половина 
сфероида, и затем точно так же, как ранее, построим все 
остальное. Так как вписанное тело меньше сегмента, то оче- 
видно, что и описанное тело меньше конуса 7. Затем, пер- 
вый цилиндр (из цилиндров, лежащих) в целом цилиндре, 
имеющий своей осью ОЁ, снова будет находиться в том же 
отношении к первому цилиндру (принадлежащему) вписанному 
телу, имеющему своей осью ОЁ, в каком первый квадрат 
находится к самому себе, а второй цилиндр (из числа на- 
ходящихся) в целом цилиндре, имеющий своей осью ЕР, бу- 
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дет находиться в том же отношении ко второму цилиндру, 

| (принадлежащему) вписанному телу, имеющему своей осью ЕР, 
в каком второй квадрат находится к отнятому от него гномону. 
Каждый из остальных цилиндров (находящихся) в целом ци- 
линдре, имеющий своей осыо один из (отрезков), равных ОЁ, 
будет находиться в том же отношении к цилиндру, зани- 
мающему подобное же положение во вписанном теле и имею- 
щему ту же ось, в каком расположенный соответствующим 
ему образом квадрат находится к отнятому от него гномону. 
Затем все цилиндры целого цилиндра находятся в том же 
отношении ко всем цилиндрам вписанного тела, в каком все 
квадраты находятся к (площади), равной первому квадрату, 
и отнятым от остальных квадратов гномонам (взятым вместе). 
Далее, все квадраты (взятые вместе) меныне, чем полуторное 
кратное (площади), равной первому квадрату и гномонам, 
отнятым от остальных квадратов, так как они (т. е. все квад- 
раты) (взятые вместе) болыне, чем утроенное кратное квадра- 
тов, построенных на отрезках, разность между которыми 
одинакова, без наибольшего квадрата (см. предшествующий 
номер). Следовательно, цилиндр с теми же основанием и осью, 
что и сегмент, меньше, чем полуторное кратное описанного 
тела. Но это невозможно. Действительно, он представляет 
собою полуторное кратное конуса, и (ранее) было доказано, 
что описанное тело меныпе конуса 7. Поэтому половина 
сфероида не меньше конуса #. Так как она не меньше, не 
больше его, то она’ равна ему. 


Пояснительные замечания. Прежде чем перейти 
к более общему разбору доказательства, следует объяснить не- 
которые отдельные места, помеченные выше римскими цифрами. 

(1) Метод вписывания и описывания составленных из малень- 
ких цилиндров ступенчатых тел так часто применялся Архимедом 
в предшествующих главах, что он здесь уже не подвергнется 
подробному рассмотрению. Он описан в главе ХХ, в которой также 
доказывается, что вписанное и описанное тела можно сделать 
как угодно близкими друг к другу. 

(П) Запишем здесь вывод в алгебраической форме. 

Пусть 


1 
> сфер. = - 


опис. тело = впис. тело | п(1<:). 
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Далее, 
- сфер. = впис. тело +’ (1'<1<3). 


Тогда из первого и третьего равенств следует, что 
впис. тело`> 7 (на &—1,). 


(ПГ) На чертеже масштабы по необходимости уменьшены 
(как и для конуса 2). (ТУ) Гномон равен’ ВО? — /0? = (ВО — 
— /0) (ВО - ГО) = ВГ.Ш. Для Архимеда это попросту сле- 
дует из П, 5 Эвклида (ср. ч. П, № П). (У) Здесь, разумеется, 
имеются в виду „отрезки“ на ОВ. В греческом тексте здесь 
употреблено то же слово, что и для обозначения сегмента, рав- 
ного половине сфероида. (УТ) См. у Эвклида теоремы ХП, 11 и 
ХИ, 2 (см. выше ч. ГУ, №1). (УП) Эта теорема о свойствах эллипса 
имеется у Аполлония, [, 21 (см. ч. Ш, № Ш). (УШ) Так как 
последний вписанный цилиндр равен нулю. (1Х) Под словом 
„все“ нужно понимать „сумма всех“. Здесь Архимед применяет 
теорему [ цитируемого сочинения, гласящую на нашем языке сле- 
дующее: если даны четыре последовательности величин А., 4.,... 
.... Ад; Ву, В.,..., В; Ау, А.». А; В;, В...., В„ и если 


а также ‚ . р’ 
А;: А, == В;: В’, 
или, выражаясь более современно; 
м Ге . 
В =\АА‚, В.==\А, (1==1, 2, 3, ‚ п), 
то 


(А А )ЦА-А- А, = 

= (8, Е В, — 8„):(В, Е В, -- В,,. 
Для нас справедливость этой теоремы ясна сразу, в силу 
сокращения коэфицизнта }. При этом 2, представляют собой 


здесь (равные все друг другу) цилиндры — части целого цилин- 
дра, А, — цилиндры — части вписанного тела, В, — (равные все 


друг другу) квадраты, а В’ — соответствующие гномоны. При 
этом отсутствие“того или иного из А, не играет роли, так как 
тогда отсутствуют и соответствующие В’. 


(Х) Если из 
т —=т 


вычесть неравенство 
1 
Р > 3 т, 
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то Получится. 


к 


тр  ”, 
или 


тыр). 


(ХГ) Если мы весь цилиндр обозначим времзнно через ГУ, 
з вписанное тело — через Е, то нам известно, что 


3 


Е 2. 
Отсюда следует, что 


3 
Но из принятого выше допущения следовало, что 


ИЕ. 


Следовательно, это допущение невозможно, 


Переходя к нзэкоторым замечаниям общего характера, я прежде 
всего должен защитить себя от упрека в том, что я выбрал 
слишком длинный и сложный пример. Дело обстоит как раз 
наоборот. Дело в том, что я желал привести рассмотрение У! х?, 
пр-дставляющей больший интерес, чем Ух (арифметическая 
прогрессия), ибо У! х? встречается уже в элементарной математике 
при вызоде объема пирамиды. К счатью, Архимед не был зна- 
ком с понятием „частного случая“ и поэтому он отдельно и 
очень подробно исследовал случай половины сфероида после 
того, как он уже вычислил перед тем меньшие (прямые и косые) 
сегменты сфероида. Я говорю „к счастью“ потому, что вывод 
для меньших сегментов, естественным образом, много сложнее. 
Но можно было бы еще спросить, почему я не выбрал вместо 
сфероида шар. Ответить на это просто, — потому что Архимед 
в исследовании шара (в сочинении „Ое зрВаега еЁ су!паго“) шел 
иным путем. Он начинает там с много более трудного вопроса 
о площади шаровой поверхности, из которой он выводит мето- 
дом, сходным с современным способом, объем шара. Но ни одному 
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читателю не добтавит затруднения прэдетавить себе, что ОА =ОВ 
(чего у Архимеда нет в качестве „частного- случая“) 1). Эта же 
самая Ух? применяется и при определении площади спирали. 

Рассмотренный нами здесь метод Архимеда представляет собой 
значительное расширение и усиление метода исчерпывания (см. 
выше, ч. ГУ, № П) ив этой форме, в соединении вписанных и описан- 
ных лестницеобразных тел, принадлежит, по всей вероятности, 
ему самому. Разумеется, и здесь следует повсюду представ- 
лять себе, что разноёть „по возможности“ мала и что само 
тело представляет собой „предел“ вписанных в него и описанных 
вокруг ®его тел. 

Далее, я должен еще добавить к вышеприведенному замеча- 
нию (Г), что при доказательстве возможности сколь угодно тес- 
ного сближения вписанных тел Архимед берет весь комплекс 
вписанных и описанных лестницеобразных цилиндров и складывает 
их так, как складывают подзорную трубку, пока В совпадает с Е. 
Тогда вся разность сводится к одному первому цилиндру с диа- 
метром СА и высотой ОЕ. Но этот цилиндр путем уменьшения ОЕ 
может быть сделан, по выражению Архимеда, „меньше любой 
заданной телесной величины“. 

За этим следует громоздкое вычисление, громоздкое потому, 
что Архимед не зназт никакой алгебраической символики и, 
кроме того, оперирует не равенствами, как мы, а пропорциями. 
Мы уже раньше не раз видели, что это представляет собой круп- 
нейший формальный недостаток греческой математики. Если мы 


р 
положим ОД =а и ОВ==6 и если ОЕ ==. =й, то можно 


сказать, что Архимед строит квадраты 6? и отнимает от них 
квадраты [0], #2, (21)?,. , (п—1)21?, в результате чего и по- 
лучает гномоны [65?], 6°— 12, 62 — (21)?,..., 62 — (п— 1}? 12. 

То обстоятельство, что прямоугольник ВЕ.ЕР пропорцио- 
нален квадрату ЕАК (и аналогично — для других); легко полу- 
чается нами из уравнения эллипса. Если последнее дано в виде: 


то 


1) Однако нет сомнения в том, что это было известно Архимеду. 
Действительчо, он сообщает в „Методе“ (см. ниже, № УП), что сперва 
он пашел объем шара (как раз так, как указано в „Методе“) и отсюда 
перешел к шаровой поверхности. 
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и если положить временно ОЁ = х, то ВЕ. ЕБ = (6 —^) (6-х) 
и ЕК==у, Но 
У ` 
5 5 ==, С0131, 
р? — Хх 1 


Поэтому 


цил., составл. часть цел. цил. р? 


цил. составл. часть впис. тела 62 — (уй)?` 


Затем, согласно приведенной теореме Т, в числителях и знаме- 
нателях дробей образуются суммы. Тогда мы получаем: 


весь цилиндр пб? 
—.А —МШ—ШЫШЙ—Ш—Ш—ШЫ—Ш———ы—ы———=ы."—эы-> 9 


впис. тело п—1 


(п— 1) 52 У. (1) 
1 


где в зламзнателях повсюду отсутствует член, соответствующий 
взрхнему последнему члену. Затем доказывается, что в правой 


3 
части Числитель болыше, чем -5 -знаменателя. Для этого в при- 


веденном вышз замечании (Х). нужно положить т == (п — 1) 6 
и п = (у1)? и затем применить равенство (3*) пояснительных 
замечаний к предыдущему номеру, заменив п через и— 1. 
Тогда мы получим: 


И-П и—фПй— 0. 


Так как числитель иф? ещз болыиз, чем (и — 1)652, то утве2- 
ждение является доказанным. Дальнойшее имеется у Архимеда. 

Во второй части доказательства в знаменателях имеегся на 
один член больше (т. е. стольхо же, сколько в числителях), и 
знаменатель правой части имест вид: 


пф? — У (уй)?. 


Но согласно равенству (4*) пояснительных замечаний к предыду- 
щему номеру: 


п? > ЗУ (1)? 
И пугем аналогичного рассуждения, что и выше, доказывается, что 
2 
пё? — У (1) > зай, 
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ИЛИ 
пр*`> 5 [262 —\ (5/):|. 


Теперь метод Архимеда соворшенно понятен. Он представляет 
собой настоящее интегрирование. Действительно, если отвлечься 
от греческой формы изложения, то можно ска-ать, что Архимед 
суммирует маленькие цилиндры, объемы которых в общем виде 
равны у2пА. Подставляя сюла вышеприведенные значення у и 
складывая все члены, мы получим, что объем вписанного тела 
равен: 


па? 


пят и") | (6*— (21°) - (62 — (31) 
(и — 17] = 
= и — Па... 4 (и—1)] = 


ле ато ИИ 
а описанного тела. 
па?й ‚2 о о о о" ор2 
ео Е (И — #2) (62° — (28)... (6 — (п — 1) 8] = 
ив — м -4--9-- Чи 


па? 3 1 


— т |? — (и Оби — 1 — 


па? 3 па?В 1 1 
— 6 п (п 1) (9 — П=-р- +» (=). 


п 


# 


Если в этих равзнстзах заставить п возрастать до беск>- 
нечности, то как выражение для вписанного тела, так и выраже- 
нне для описанного превратятся в общее значение для половины 


За? 
сфгроида . Считая известным призеденный в пояснительных 
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замечаниях предыдущего номера интеграл, мы можем просто 
написать (в совершенно современной форме): 
Ь Ь 


2 
половина сфероида = п | 4х = па? ( — =) ах = 


0 
|/№ 2 
— па? [6——_ | = а?ёи. 
— па (8 зе) 3 6 


Я думаю, что уже из этого видно, какими огромными выгодами 
обладает закрепление раз полученных результатов в виде формул. 


УП 


Вычисление Архимедом объема шара 


Из „АгсШте4 Орега ом...“ Цегит ебфай 1. Г. Нефегр. Уо1. Н 
МОССССХЬ, Ирзае, 1п ае из В. Ц. Теибпей (греч. и лат.). В частности, 
из сочинения „Оез Агсрите4ез Ме{подештепге уоп 4еп теспап5спеп 
Генгзамел; ап Ега4поепе5“. 


Предварительное замечание. „Учение о методе“ 
[Эфод, (Ерво9о$)] Архимеда, из которого мы заимствуем ниже- 
следующий отрывок, было в 1906 г. извлечено на свет из одного 
греческого монастыря в Константинополе Гейбергом, внимание 
которого на рукопись обратил один немецкий филолог. Его по- 
явление вызвало настоящую сенсацию. Здесь, в письме к дгугу- 
специалисту, Архимед позволяет непосредственно заглянуть в ма- 
стерскую своего творчества. Он излагает здесь механический 
метод, при помощи которого им был найден ряд замечательных 
результатов, снабженных позднее строгими косвенными доказа- 
тельствами, какими они встречаются в его научных трудах. Об 
этом „Учении о методе“ ранее было кое-что известно только 
благодаря некоторым указаниям Герона. Когда книга была опуб- 
ликована 1), то оказалось, что в ней применяются в чистом виде 
так называемые „неделимые“, на которых Кавальери в начале 
ХУП в. стремился систематически воздвигнуть исчисление беско- 
нечно-малых (см. ниже, №Х). Несомненно, что эти неделимые обяза- 
ны своим происхождением древнему учению об атомах, достигшему 


1) Греческий оригинал был впервые опубликован Гейоергом в фило- 
логическом журнале „Негтез“, т. 42, 1907, стр. 245—300, немецкий перевод 
с комментариями был дан И. Г. Цейтеном (Сен еп) в ВЪИоШеса та, 
3-я серия, т. 7, 1906/1907, стр. 321—363. В „Негтез“ приложена также 
репродукция одной страницы манускрипта, воспроизведенная в „абгезЬег. 
ОецщёсН, Ма. Уег.“, т. 16, 1907, тетрадь 7/8 (текст на стр. 402—404, 462). 
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кульминационного пункта у Демокрита (см. выше, ГУ, № [У). 
Плутарх сообщает, что уже Демокрит разбивал цилиндр и 
конус секущими параллельными плоскостями и рассматривал 
их как „составленные из кругов“. Далее, Архимед передает 
также в „Учении о мэтоде“, что Демокрит нашел таким путем 
объем конуса. хотя доказана теорема была впервые только 
Эвдоксом. Таким образом очевидно, что впервые применил мате- 
матические неделимые Демокрит (14.1813 = греч. „а:0103“== 
==неделимый). В своем сочинении Архимед идет по пути Демокрита, 
представляя себе треугольник „составленным“ из отрезков, парал- 
лельных одной стороне, а цилиндр „заполненным“ кругами, парал- 
лельными основанию. При этом он не говорит ни того, что 
сечений должно быть бесконечно много, ни того, что получающиеся 
таким образом слои должны быть бесконечно тонкими. Берутся 
попросту „все“ параллели. Но прежде всего обратимся к тексту. 
Сперва я привожу некоторые из вводных соображений общего 
порядка, а затем передаю теорему П об объеме шара 1). 

Теоремы из механики, которыми пользуется Архимед, он 
предпосылает без доказательства. В его собственных дошедших 
до нас сочинениях приводится только часть из них, но очевидно, 
что в те времена они были уже хорошо известны. 


Стр. 428, 24... Однако, по моему убеждению, этот 
метод не менее полезен и для доказательства самих теорем. 
Действительно, некоторые из теорем, о которых я составил 
себе предварительно ясное представление при помощи меха- 
ники, были потом доказаны геометрически, так как (рассмот- 
рение) при помощи одной только этой теории лишено дока- 
зательной силы. Но легче провести доказательство тогда, 
когда уже ранее приобрел таким образом некоторое пред- 
ставление о вопросе, чем заниматься поисками (доказательства) 
без таких предварительных сведений (430). Я, однако, 
решил обнародовать этот метод в письменном виде,..., с другой 
же стороны, будучи убежденным, что окажу тем самым матема- 
тике поистине немаловажную услугу. Действительно, я пола- 
гаю, что некоторые из ныне живущих или наших потомков 
найдут при помощи предлагаемого метода и другие теоремы, 
мной еще нз открытые. 

Стр. 438, П. Далее, посредством этого метода будет 
выведено, что каждый шар вчетверо больше конуса, основание 


1) В теореме [ говорится о площади параболы, а в тсореме Ш — об 
объеме сфероида. 
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которого равно наибольшему из (кругов) на шаре, а высота 
равна (отрезку) (проведенному) из центра шара, и что цилиндр, 
основание которого равно наибольшему из (кругов) на 
шаре, а высота равна диаметру шара, равен увеличенному 
в полтора раза шару. 

Действительно, пусть будет (дан) шар и большой круг на 
нем АВСО (фиг. 57). Пусть АС и ВО будут два взаимно пер- 
пендикулярных диаметра; далее, пусть будет (проведен) на шаре 
круг на диаметре ВО перпендикулярно к кругу АВСО. По- 
строим на этом перпендикулярном круге конус с вершиной 
в точке А. (Далее) пересечем конус при продолжении его 
поверхности плоскостью, проходящей через (точку) С (парал- 
лельно} его основанию. При р 
этом получится круг, перпен- 
дикулярный к АС, пусть его 
диаметр (будет) ЕЁ. Затем 
построим на этом круге ци- 
линдр с осью, равной АС, — 
пусть боковые (линии) ци- 
линдра будут ЕЁ и ЕН. 
Продолжим СА и отложим 
равный ему (отрезок) АТ и 
будем рассматривать СТ как 
коромысло с центром в точ- 
ке А. Проведем параллельно 
ВР произвольную линию 
ММ, пересекающую окруж- 
ность АВСО в (точках) Х, О, 
днаметр АСв (точке) 5, пря- 
мую АЕ в (точке) Р, АР в Ю, и проведем через прямую ММ№ 
плоскость, перпендикулярную к АС. Эта плоскость пересечст 
цилиндр по окружности диаметра ММ, шар АВСР — по 
окружности диаметра ХО, а конус АЕЁ — по окружности 
диаметра РЮ. 

Так как (прямоугольник) на СА и А$ равен прямоугольнику 
на М5 и $Р, ибо АС равно $М и А$ равно Р5, а (квадрат) 
на АХ равен прямоугольнику на СА и А$ и вместе с тем 
(обоим квадратам) на Х$ и $Р, то и прямоугольник, по- 
строенный на М5 и $Р, равен (квадратам) на Х$ и 5Р. 
И так как М$ относится к оР, как СА к А5, а СА равно АТ, 
то, как ГА относится к А5, так М$—к $Р, т. е. (квадрат) 
на М$ к (прямоугольнику) на М$ и 5$Р. Но было доказано, 
что (прямоугольник) на М5, $Р равен (квадратам) на Х$, $Р. 
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Следовательно, квадрат на М$ относится к (440) квадратам на 
Х$ и 5Р, как АТ к 45. Но (квадрат) на ММ относится к ква- 
дратам на ХО и РЮ, как (квадрат) на М$ к (квадратам) на Х$ 
и Р5, и круг диаметра МУ в цилиндре относится к обоим кругам, 
а именно к кругу диаметра РА в конусе и к кругу диаметра 
ХО в шаре, как (квадрат) на ММ к (квадратам) на ХО и РА. 
Таким образом круг в цилиндре так относится к обоим кругам 
в конусе и шаре (вместе), как ГА к А5. Далее, так как круг 
в цилиндре, остающийся на своем месте, относится к обоим 
кругам с диаметрами ХО и РЮ, перемещенными и закреплен- 
ными в (точке) Г так, чтобы Т была центром тяжести каждого 
из них, как ТА к 45, то они по отношению к (точке) 4 
будут находиться в равновесии. Подобным же образом можно 
показате что если в параллелограме [2 провзсти другую 
‘прямую (параллельную) ЕЁ и через проведенную (прямую) 
провести плоскость, перпендикулярную к АС, то образующийся 
в цилиндре круг, остающийся на своем месте, будет нахо- 
диться по отношению к точке А в равновесии с двумя дру- 
гими кругами, образующимися в конусе и шаре, если последние 
переместить и так закрепить на коромысле в (точке) Г, чтобы 
каждый из них имел центр тяжести в’ (точке) Г. Но так как 
цилиндр, а также шар и конус заполнены (содп)\по®деутос) 
полученными (таким образом) кругами, то остающийся на 
своем месте цилиндр будет находиться по отношению к точке 4 
в равновесии с обоими (телами), шаром и конусом, если их 
переместить и так закрепить на коромысле в Г, чтобы каждый 
из них имел центр тяжести в Г. Далее, так как названные 
тела (стереа) находятся в равновесии по отношению к точке А, 
если цилиндр остается на месте с центром тяжести в К, а 
шар и (444) конус перемещаются, как было сказано, к центру 
тяжести Г, то цилиндр относится к шару и конусу (взятым 
вместе), как ТА к АК. Но ГА вдвое больше АК: поэтому 
и цилиндр вдвое больше шара и конуса вместе. Но он втрое 
больше одного` конуса, и, следовательно, три конуса равны 
двум таким же конусам и двум шарам. Если отнять общие 
два конуса, то получится, что один конус, ссевым треуголь- 
ником которого является треугольник АЁЕЙ, равен двум на- 
званным шарам. Но так как ЕЙ вдвое больше ВО, то конус 
с осевым треугольником АЁЕЙ равен восьми конусам, осевой 
треугольник которых есть АВР. Поэтому восемь названных 
конусов равны двум шарам. Следовательно, шар, большой круг 
которого есть АВСО, вчетверо больше конуса, вершина кото- 
рого находится в точке А и основанием которого является 
— 
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круг, построенный на диаметре ВР перпендикулярно 
к АС. 

Проведем теперь в параллелограме [.2 через точки В и Б 
(прямые) ЕВ и УДО, параллельные АС, и представим себе 
цилиндр, основаниями которого служат круги на диаметрах 
БУ и СДО, а осью которого является АС. Так как цилиндр, 
осевой параллелограм которого есть ЕО, вдвое больше цилин- 
дра, осевой параллелограм которого есть ЕД, а этот послед- 
ний, в свою очередь, втрое больше конуса с осевым треуголь- 
ником АВО, как (это) (известно) из „Начал“ то цилиндр 
с осевым параллелограмом Р@ вшестеро больше конуса с 
осевым треугольником АВО. Но уже было доказано, что шар 
(446), большой круг которого есть АБСРО, вчетверо больше 
этого конуса. Следовательно, цилиидр в полтора раза больше 
шара, что и требовалось доказать. 


Пояснительные замечакия. Попросив читателя само- 


му разобрать в изложении Архимеда все удобопонятные пункты, 
я изложу алгебраически ход мыслей Архимеда. Он прост и краток. 
Требуется доказать, что если переместить центры тяжести обоих 
тел в Г, то момент конуса АЕЙ, сложенный с моментом шара, 
равен моменту цилиндра [ЕЁН с центром тяжести в К, причем 
оба момента вычислены по отношению к точке А как точке опоры. 


Если положить 

АС = 27г—= АН=М$ и Аб=х, 
о для любого сечения ММ будет: 
Р5—=х, 05*=А$.5С = х(2'—х), 


следовательно, 


252 -- 05? — 2их. 
Но так как 
М5? = 47, 


то из этого тотчас следует, что 


М5. А5 = (Р5?-+ 05?).НА, 


ибо 


472. х — 2х. 2, 


Для того чтобы получить желательное равенство моментев, 


достаточно помножить обе стороны полученного выражения на п. 
Но самое замечательное, что Архимед образует названные 


15 Валейтие р, Хрестоматия, 225 


тсла из кругов, лежащих в плоскости ММ, или же, как он 
выражается в глав? 1, представляет себе, что тела составляются 
(сууготихзу; стр. 436,24) из них, когда ММ из псложения Ей 
переходит в положение СН. Здесь мы имеем фактически чистое 
понятие „неделимого“ в противоположность „бесконечно-малому“, 
применявшемуся Архимедом в других интегрированиях (см. пред- 
шествующий номер). Бесконечно-малое в виде полоски площади 
или слоя тела имеет определенную ширину или толщину, которые 
при возрастании числа полосох (или слозв) стремятся к нулю. 
Неделимое же, наоборот, не имеет никакой толщины, оно, по 
существу своему, обладает одним измерением меньше (в случае по- 
верхности это — Линия, в случае тела — поверхность) и порождает 
исходный образ в результате движения. В таком именно виде 
„неделимое“ перешло в средневековую схоластику, в которой, 
правда, оно играло чисто теоретическую роль в спорах о не- 
прерывности 1). Для математического использования ноделимых 
ничтожное математическое образование средних веков было не- 
достаточно. | 

До сих пор у Архимеда все обстоит в полном порядке. Но 
за этим следуют недостаточно строгие рассуждения, согласно 
которым эти нематериальные неделимые могут в своей совокуп- 
ности и без движения заменить собой физическое тело. Это, 
быть может, еще годится до некоторой степени для остающегося 
в покое цилиндра. Но в случае двух других тел неделимые как 
бы вырываются и переносятся все по отдельности в точку Т. 
Архимед использовал рычаг для аналогичных целей, но уже бзз 
неделимых, только еще один раз, а именно в сочинении о квадра- 
туре параболы. Здесь же совокупность сечений шара и конуса 
находится в Г, уравновешивая там весь цилиндр. 

Дальнейшие выкладки тоже не представляют для нас труда. 
Вытекающее извышеприведенного равенства моментов соотношение 


2 (шар -- конус) = цилиндр 


дает нам просто уравнение: 


1 1 
шар -—- Е 47?.27п — 5 472. Зтк, 


ИЛИ 4 
шар == -5- 7ЗЦ. 


1) См. в связи с этим статью С. К. \Ма11пег, Пе Уапаипеел 4е5 
паг1$РШепрерНз уоп СауаЙ!ей №5 \аШ5$. ВЪЦоеса та{етайса. 
3-я серия, 4 т., 1903, стр. 28—47. 
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Так называемый „призцип Кавальери“, согласно которому 
два тела равны, если они на любой высоте имеют оданаковые 
по площади сечения, разумеется, непосредственно вытекает из 
идей Архимеда. Но у Архимеда не имезтся ни одного примера, 
из которого это было бы непосредственно ясно 1). Мы в настоя- 
щее время всегда устраиваем (в основном согласно методу 
Кавальери), чтобы условие Кавальери было соблюдено, в частно- 
сти, мы поступаем так и в случае шара, отнимая от цилиндга 
ЕООУ удвоенный конус ЕКУСКО и доказывзя, что остающееся 
тело равно шару (см. ниже, № \УШ). Принцип Кавальери обла- 
дает тем преимуществом, что позволяет избежать ошибок, кото- 
рые очень легко могут возникнуть в результате пренебрежения 
толщиной неделимых. 

Сочинение Архимеда вскоре было утеряно. Но его идеи 
п отдельные результаты сохранились. В эпоху Ренессанса у худож- 
ников появляются тела с правильно определенными объемами из 
„Учения о методе“. А в начале ХУП столетия математики на- 
ряду с „бесконечно малыми величинами“ воспользовались идеей 
чеделимых для того, чтобы подготовить новый и более пышный, 
нем во времена Архимеда, расцвет математики. 


УШ 


Вычисление объема шара в ХУ[Г столетии 


Из „Ое сепфо отауйаН$ зоИогит Пи Нез“, Тас:е Уаегй МаШегпа, 
Нсае, & С!уШ$ РЬЙозормае ш @утпазю Кошапо Ргое$$011$, Юоглае- 
Тур! $ ВайНоотае! Вощаййу, МОСИП. 2-е изд, Вопотае, Ех Туро- 
огарша Наегедит 4е Оисс{$ МОСИЕХ1. 


ГМБег зесипЧиз, стр. 17 и сл. *) (2-е изд., стр. 83 и сл.). 


ТЕОРЕМА Х]] 


Половина шара влзое больше конуса или же рэвна двум 
третям цилиндра, имеющего одинаковое с пим сснование и ту 
же высоту. 

Пусть будет дано полушарие (фиг. 58), ось которого есть ВО 
и основанием которого служит круг диаметра АС. Допустим, 
что на этом круге построены цилиндр АЕБ и конус АВС, 


4) Некоторым представлением 0б этом, повидим му, обладал Герон 
(см. сго „Учение об измерении“, „Уегпеззипр$ентге“, ед. Н. Зспбпе, 
Ге'рас, 1903, нем. пер., стр. 9,). 

?, В 1-м издании кажд я книга имеет свою собствепную пагинацию, 
го 2-м издании одна общая пагинация. 
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общей осью, а потому и одинаковой высотой которых пусть 
будет ВО. Я утверждаю, что полушарие АВС вдвое больше 
конуса АВС и равно двум третям цилиндра АЕ. Построим 
на круге ЮЕ как на основании конус ЕОЮ с вершиной 2. 
Разделим ось ВО сперва пополам, а затем будем продолжать 
делить пополам ее отдельные части и через точки деления 
проведем плоскости, параллельные АС, основанию полушария, 
плоскости, пересекающие полушарие, конус и цилиндр. Тем 
самым цилиндр АЕ окажется разбитым на цилиндры одинако- 
вой высоты. Представим себе теперь, что на сечениях конуса 
(ЕОЮ) и полушария, ‚представляющих собой круги, центры 
которых расположены на оси ВО, построены цилиндры, кото- 
рые заключены между каждой парой соседних параллельных 
плоскостей и оси которых поэтому все равны мзжлу собой 
и лежат на ВО. Таким образом в конус ЕЮ окажется впи- 
санным некоторое тело (Неига), а вокруг полушария АВС 
описанным Тело, причем каж- 
дое из этих тел состоит из 
цилиндров одинаковой высоты. 
Пусть оба эти тела будут таковы 
(это может быть достигнуто про- 
должающимся делением пополам 
частей ВО), что описанное те- 
7. 0 С ло превосходат полушарие на 
Фиг. 58. такую величину, а вписанное 

меньше конуса на такую (подоб- 

ную) величину, что каждая из этих величин может быть 
меныпше любой заданной величины, Как бы мала она ни была. 
В соответствии с этими положениями очевидно, что в оста- 
точное тело, получающееся, если от цилиндра отнять полушарие, 
вписано телок состоящее из остатков, получающихся из 
цилиндров, на’ которые был разделен цилиндр АЕ, если от 
них отнять цилиндры, описанные вокруг полушария. Само это 
тело меныше остаточного тела на разность, которзя меньше 
какой бы то ни было заданной величины. Действительно, эта 
разность равна той величине, на которую описанное вокруг 
полушария тело превосходит полушарие, до того остатка 
включительно, который остается от самого нижнего цилиндра 
А$, если от него отнять соответствующую часть полушария. 
Допустим, что РЕ представляет собой высший из всех упо- 
мянутых цилиндров, составляющих части цилиндра АБ, и что 
ось его будет ВН. Далее, пусть сямая РОКНММЕ будет 
общим сечением плоскости, проходящей через точку Н па- 
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раллельно основанию полушария, и плоскости, проходящей 
через ось ВО. Так как удвоенный прямоугольник ОНВ 1) вместе 
с двумя квадратами ОН и ВН равен квадрату ВО, а удвоен- 
ный прямоугольник ОНВ вместе с квадратом ВН равен прямо- 
угольнику на ВО и ОН, взятых вместе, и на ВН, то прямо- 
угольник на ВО и ОН, взятых вместе, ({атаиаш ипа) и на 
ВН вместе с (ипа сит) квадратом ДОН равен квадрату ВО, 
т. е. квадрату ЕН. Но квадрат КН равен прямоугольнику, 
построенному на ВО и ДН, взятых вместе, и на ВН. Таким 
образом разность, получающаяся, если от квадрата ЕН отнять 
квадрат КН, равна остающемуся квадрату ОН, т. е. квадрату 
СН. И если все это взять четыре раза, то видно, что разность, 
получающаяся, если отнять квадрат РГ. от квадрата МК, пред- 
ставляет собой весь квадрат СМ, а значит, и остаток, получаю- 
щийся, если от круга ЕЁ. отнять круг МК, равен кругу СОМ. Но 
поэтому же в силу равенства высот цилиндр СР равен разности 
цилиндров РЕ и ОК. Подобным же образом можно показать, 
что каждый отдельный остаток, получающийся, если от одного 
из цилиндров, на которые разбит весь цилиндр АЕ, отнять 
один из цилиндров, описанных вокруг полушария, равен 
цилиндру, вписанному в конус ЕДЮ и расположенному между 
теми же (параллельными) плоскостями. Следовательно, состоя- 
щее из названных остатков цилиндров целое тело, описанное 
вокруг остаточного тела цилиндра АЕ, получающегося, если 
от него отнять полушарие, равно телу, вписанному в конус 
ЕРЮ. Но каждое из этих тел отличается — одно от конуса 
ЕЮ, а другое от остатка цилиндра АЕ, получающегося по 
отнятии от него потушария,— мензе, чем на какую-либо за- 
данную величину. Слэдовательно, остаток цилийдра АЕ полу- 
чающийся по отнятии от него полушария, равен конусу ЕОЮ. 
Но конус БОЮ, т. е. конус АВС, представляет собой третью 
часть цилиндра АЕ. Поэтому остаток цилиндра, получающийся 
по отнятии от него полушария, равен третьей части цилиндра 
АЕ, и, значит, цилиндр АЕ втрое больше названного остатка. 
Поэтому цилиндр АЕ в полтора раза (зезашаег) больше по- 
лушария АВС. И, наоборэт, полушарие равно двум третям 
(зибзезашаНегит) цилиндра АЕ или же вдвое больше конуса 
АВС. Таким образом выставленное утверждечие очевидно. 


Пояснительные замечания. Перенесясь от Архимеда 
непосредственно в ХУП столетие, мы не упустили чичего имею- 


1) Следует помнить, что это обозначает прямоугольник, построенный 
па ОН и НВ. 
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ццего какое-либо магематическое значение для нашей темы. Правча, 
Архимед был переведен на арабский язык, а в ХПИ или Х.Ш в. 
и на латынь. Но а`абы не сделали из этого особенно ценного 
употребления. Для схоластики же математика такого рода была 
слишком недоступна. Как мы уже упоминали, в латинском 
средневековь? удержалось только понятие неделимого. Только 
в ХУ[ столетни снова начали понимать и самостоятельно разра- 
батыва`ь вопросы этого рода. 

Первое печатное издание Архимеда (на греческом ‘с лати :скил 
переводом) вышло в Базеле в 1544 г. Несколько позднее за- 
нялся Архимедом многосторонний и талантливый итальянец 
Коммандино (Соттапа1!:0), издавший отдельные части в латинском 
переводе (Венеция, 1558) и написавший книжку „[АЪег 4е сепо 
отауНаНз зоН4огит“ (Вопошае, 1565), в которой он щедрым обра- 
зом применил демокритовски-архимедов метод разложения тел 
на тонкие диски с описанными и вписанными призмами 1). Эга 
книжка побудила Луку Валерио (\Уа1эН0), как он сам указывает 
в предисловии, приступить к самостоятельным занятиям математи- 
кой, в которых он, одчако, значительно превзошел Коммандино. 

В лще Валерио мы имеем перзд собой одного из наиболее 
одаренных подражателей и последозателей Архимеда. Правда, он 
не придерживается архимедовой строгости. Но, для того чтобы 
проложить пути нозому методу, нужно було на первых порах 
несколько пожертвовать эгой строгостью и больше отдаться 
непосредственной интуиции. В этом отношении у Валзрио встре- 
чаются уже прекрасные мысли. Прэжде всего он устанавливает 
в ловольно общзм виде (а ие для каждого случая в отдельности) 
теорему, согласно которой к круглому телу можно приблизиться 
с лЮЭ5ой степзныю точности при пэмэщн вплсанных и описанных 
ступенчатых тел (Т, 6 для позерхиостея и 1, 11 для тел). Затем 
РО П книге оч предпосылает ряд пэложений (П, 1—3), смысл 
которых согласно современному слэвоупотреблению заключается 
в том, что в каком-нибудь огно'иении величину, отличающуюся от 
другой неизменной взличины А на велачину, меньшую любой задан- 
ной величины =, можно заменить в конце концов просто через А. 
Эго представляет собой введелие в несколько нэловкой еще, 
правда, формг понятия „предела“. Поэтому у Валерио отсут- 
ствуют вечные косвенные дохазательства, столь утомительно 
длинные у Архимеда. 


1) Фр. Мавролико (МаигоЦсо) еще в 1548 г. перевел Архимеда на 
латынь, снабдив эту работу ценными собственными дополнениями. Но 
будучи впервые напгчатан только в 1685 г., этот труд не смог оказать 
никакого влияния. 
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В вышеприведенном примере Валерно показывает таким 
способом, что 


цилиндр — полушарие = конусу АБЕ, 


для чего он вокруг шара описывает, а в конус вписывает ступен- 
ча‹ые тела. Если положить АБ =, ОН==х, ВН==й, то 
выкладки его сводятся к следующему. Во-первых, 


2х | м2 —- 12 = 7, 
Далее, 
2х И? = ('-х)й (преобразование), 
следовательно: 


(и х) в х2—=п (= РН). 


Но так как КН? = (г х)й (теорема о высоте в прямо- 
угольном треугольнике), то 


ВН — КН? = ВН? (==), (1) 
или же 


‚ 
——ы5 


72 — КН?ий = х?ицй. 


Ясво, что при переменном х это справедливо для любого 
цилиндра. Все остальное имеется у Валерио. 

Принятое теперь почти во всех наших учебниках доказатель- 
ство отличается от вышзприведенного лишь в том, что мы при- 
нимаем слои столь тонкими, что все ступени лестницы отпадают, 
короче говоря, мы рассматриваем эти слои как „неделимые“1). 
Этот метод ввел Кавальери около 1635 г. (см. ниже, № Х). 
Весьма остроумный ход доказательства является собственным от- 
крытием Валерио, работу которого Кавальери цитирует в своем 
предисловии, правда, мимоходом. 


ГХ 


Яблокообразное тело Кеплера 


Из „Моуа З{егеоте‘ Ча ОоНогит Утаногит...“ Ашпоге Лоаппе Кер- 
его... Аппо М. ОС. ХУ. Мпсй ш-Ю1. „Лоапи Кер1ей Азнопопи Орега 
отп!а“, е4. Ср. Ризсй, уо1. 1\, РЕгапсойуН а. М. её Ейапрае,... 
МОСССЬХИ, $. 551 и сл.— Нем. перев. Р. Клуга (В. К!) в собра- 
нии классиков Оствальда, № 165, Лейциг, 1908 °). 


‘) Основное равенство (Г) немедленно получается из рассмотрения 
треугольника КН). 

2) Эту книгу в популярно переработанном виде Кеплер издал на не- 
мецком языке в 1616 г. в Линце в собственном издании („Уот АщПоге 
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Предварительное замёчание. Когда Кеплер, бывший 
уже давно знаменитым астрономом, в ноябре 1613 г. женился 
вторично, в Австрии случился хороший урожай винограда, и 
Кеплер на пути домой в Грац обратил внимание на то, что распро- 
страненное в Австрии употребление для измерения бочек „мер- 
ного шзста“ (У1Зенше) очень неточно по сравнению с известным 
ему рейнским способом. Это побудило его исследовать вопрос 
математически, и в результате возникла „Новая стереометрия 
винных бочек“, которой предшествует в качестве введения 
рассмотрение некоторых общих форм тел вращения. Одним из 
них является тело, названноь Кеплером „яблоком“ и получаю- 
щееся при вращении кругового сегмента, большего, чем полукруг, 
вокруг своей хорды. 

Разумеется, Кеплер читал древних греческих авторов, в част- 
ности, Аполлония и Архимеда; но его исключительная духовная 
самостоятельность не допускала никакого прямого подражания, 
а в силу своей почти необузданной фантазии он был не в со- 
стоянии ни наслаждаться, ни даже по достоинству оценить стро- 
гость Архимеда. Своим собственным исследованиям он предпосы- 
лает нечто вроде стереометрии Архимеда, но в его руках она 
изменяется коренным образом. Тогда как Архимед, например, уто- 
мительным косвенным путем доказывает, что площадь круга можно 
вычислить как площадь треугольника, основанием которого слу- 
жит длиНа окружности, а высотой радиус, Кеплер просто гово- 
рит (1-я часть, теорема П): „окружность имеет столько частей, 
сколько в ней точек, а именно: бесконечно много. Будем рас- 
сматривать каждую часть как основание равнобедренного тре- 
угольника, имеющего вершину в центре и т. д.“. Таким образом 
он не только выбрасывает за борт метод косвенного доказатель- 
ства, но и с пренебрежением отказывается от употребления ве- 
личин, меньших любой заданной величины, которыми так изящно 
пользуется Валерио. Кеплер в своей „вольности“ доходит до 
того, что, например, при определении поверхности шара (тео- 


уе ер{“) под названием: „Аиззрив ацз ег Ота!еп Мез5е-Кипз{ АгсШте41$ 
Опа 4ег зе!Беп пемИсн ш Гаем аизрапрепег Егреп{ипр... де ей аигсН 
Торапп Керети...“ („Извлечения из древнего искусства измерения Архи- 
меда и вышедших недавно на латыни к нему дополнений... Составлено 
Иоганном Кеплером“). В этом издании встречаются те же тела, что и в 
оригинале, а также приводятся вычисления объема „цилиндрического от- 
резка“ (,\/а1рег-ЗраЦИНп о4ег ЭсНпИ1еш“, стр. 41) и „яблоко- или айво- 
или тыквеннообразного тела“ (АрНе!- о4ег Ошеп- о4ег КагЫзгип4еп 
Каицт5$“, стр. 44). Но все доказательства отсутствуют. Раздел „Уощ 
ОттЬКга!$ 4ез$ СйсКе!5“ („Об окружности круга“) находится на стр. 5. 


232 


ремы У и \), довольствуется „вероятным“ оббтоятельбтвом, 
случайно лишь являющимся справедливым. Он даже выставляет 
теорему (теорема ХХУ), уже в тексте снабженную словом „пови- 
димому“, а на самом деле неверную. Но эти недостатки компен- 
сировались тзм обстоятельством, что Кеплер обладал гениальной 
головой и что его совершенн> нестрогий метод приводил его 
к поразительным результатам. Благодаря этому его „Стерео- 
метрия бочек“, к тому же значительно более распространенная, 
чем книга Валерио, оказала мощное влияние на повсюду про- 
буждавшиеся умы ученых, стремившихся продолжить дело Архи- 
меда. В частности, из работы Кеплера почерпал многое Каваль- 
ери, в предисловии к своему труду подробно рассказывающий 
о „Стергомстрии винных бочек“ как о единственном сочинении, 
которое он признает предшественником своей собственной 
работы (см. предш. номер, заключение). 
Опрэделению (сказать „вычисление“, соб- 
ственно, нельзя, так как сила Кеплера не в 
алгебраическом методе) объема яблокообраз- 
ного тела у Кеплера (вряд ли знавшего, 
что это имеется уже у Паппа) предшествует 
определение объема так называемого „тора“ 
(„Кге!з\и1$е$“), тела, возникающего при вра- 
щении круга вокруг не пересекающей его (и, 
самое большее, соприкасающейся с ним) оси. Фиг. 59. 


Лист ЕР, м9 („Орега“, [\, стр. 584). Теорема ХХ. Пояс (Сопе) 
яблока складывается из шарового пояса и прямого отрезка ци- 
линдра. Основанием этого отрезка является сегмент, отсутству- 
ющий в фигуре, порождающей яблоко, а высота равна окруж- 
ности, которую описывает центр болышего сегмента. 

Доказательство. Развернем тело яблока (фиг. 59) 
в цилиндрический отрезок (2у1.-Ни!) по тем же правилам, 
по которым Архимед (скорее, сам Кеплер в вольном подража- 
нии Архимеду) в теореме П разворачивает площадь круга в 
прямоугольный треугольник. Допустим, что РО является полу- 
диаметром наибольшего круга в теле яблока (фиг. 60), и про- 
ведем через точку О вертикальную прямую 05, длина которой 
равна вытянутой в прямую окружности наибольшего круга и 
которую будем представлять себз расположенной на цилинд- 
рической поверхности 1). Линия ММ представляет собой, неко 


1) Несовершенные гравюры на дереве первоначального издания я за- 
менил лучшими чертежами из „Орега“. 
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торым образом, то общее ребро, в которое упираются вёе 
кругообразные телесные сегменты. Так как окружность наи- 
большего круга *вытянута в прямую 05, то одновременно 
вместе с тем вытянутся гсе эти кругообразные тела, которые 
и превратятся все, за исключением первого МОМ, в эллипти- 
ческие (диски) М5М№. Значение этого преобразования станет 
яснее из дальнейшего. Разложим площадь /МОЮМ при помощи 
линий, параллельных МА, на сколь угодно много одинаково 
широких» крайне малых, так сказать линиеобразных, отрезков; 
далее, соединим точки А и $ и проведем из точек деления 
на диаметре АД, возникших в результате разложения пло- 
щади, вертикали РО и О[ до пересечения с прямой 45. 
Пусть Ё будет центром, и пусть перпендикуляр в Р пересе- 
кает 45 в точке (0. Через точку С про- 
ведем СОТ параллельно РО. Наконец, пусть 
О будет серединой отрезка /К’. Восставим 
в точке О перпендикуляр ОЁ, пересехаю- 
щий 4$ в [, и проведем через Г пря- 
мую [А параллельно ОР. Если теперь 
повернуть фигуру вокруг /ИМ, то элемент 
пло:цади (агео]а) ММ не породит почги ни- 
чего, так как он передвинется лишь со- 
всем немного. Но параллельный ему отрезок, 
проходящий через Р, уже опишет охруж- 
ность длины РО, а линия, проходящая 
через О, окружность длины ОЁ, и 
так же все остальные. Таким образом 
части цилиндрического тела, обоззачен- 
ные через РЦ и ОЁ, окажутся равными тем 
цилиндрическим (кольцам), которые суще- 
Фиг. 60. ствуют в яблоке как „туники“ (Шмсае) 
. и которые возникают, согласно теореме 
ХУП, при вращении линий фигуры МОМ вокруг ММ. Сле- 
довательно, вся фигура, т. е. цилиндрический отрезок (суйпди 
рИзша) 115, состоящий из тел всех этих туник, если их 
вытянуть прямо, равзн всему телу яблока, состоящему из 
(самих) этих „туник“. 
Далее цилиндрическое тело, покоящееся на осно ‘ании /ММК 
и простирающееся до Г, если пересечь цилиндр плоскостью 
(р!ап1Шез), в которой лежат линии ОЁ, и КГ, равно цилиндрн- 
ческой части яблока, от которого отнят внешний пояс. [10- 
этому отсеченная этой плоскость‘о (р!апит) небольшая часть 
цилиндра, именно /.$500О, равла (гелесному) поясу яблока. 
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Но, так как СГ равно ЕР, т. е. гавнб полудиаметру того 
шарз, наибольшим кругом которого является ЛКМ, а Т5 
представляет собой длину этого наибольшего круга (ибо СТ 
относится к Т$, как АР к 05), то цилиндрический отр-зок, 
находящийся над СТ и простира'ощийся до $ || равен объему 
шара радиуса РО, а часть этого отрезка, находящаяся над 
СУ и простирающаяся до Г ||?) равна цилиндрическому телу 
шара РО, получающемуся пря вращении перпендикулярной 
к РО линии К. 

Поэтому остающаяся малая часть [5ТУ цилиндра равна 
поясу того шара, поперечным сечением которого является 
сегмент АГ. 

Но ОШО$Е состоит из ИТЗЁ и цилиндрического отрезка 
ОРУТ, основанизм которого является сегмент /К), а высота 
которого ЕО равна (длине) окружности, описываемой при врз- 
щении фигуры вокруг ММ центром ЁР большего сегмента 
МКМ. 

Потому и равные им (тел:) находятся в том же отноше- 
нии, а именно, пояс яблока складывается из шаров`го пояса, 
описывазмого этим сегментом, и из названного циличдрического 
огрезка. 


Пояснительные замечания. Прежде всего следует за- 
метить, что рассуждения Кеплера содержат больше, чем сказано 
в заголовке тзгоремы. Именно, они дают не только телесный пояс 
яблока, но и весь объзм яблока. Кеплер, разумеется, это зна; 

в дальнейшем рассказывает подробнее; как вычислить объем 
вс.го яблока. Но внутреннюю „цилиндрическую“ (суПпагасеиц$) 
часть яблока, описываемую при вращенин смешаннолинейным 
четырехугольником МАЖАТ, он, очевидно, может вычислить непо- 
средствезно, умножив площадь названного четырехугольника на 
длину окружности радиуса АЕ 2). Поэтому он должен показать 
только, как вычисляется та часть яблока, которая описывает:я 
круговым с:тментом /КО, т. е. телесный пояс. Отсюда и форма 
за лавия. Э1от пояс оказывается равным шаровому поясу, сло- 
женному с сегментом прямого цилиндра, которые оба могут 


1) В оригинале отсутствует часть текста, заключенная мной в скобки ||. 
Она либо выпала при наборе, либо жг текст был как-то искажен. Р. Клуг 
упустил это из виду в своем переводе (стр. 22), но в приведенных им 
пояснениях (стр. 113) дело изложено верно. Фриш (Е5сН) тоже ничего 
пе говорит об этом месте. 

?) То-есть окружности, описанной центром тяжести Р площади, чего 
‹сплер, одиако, не говориг. 
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быть Вычислены элементарным образом. То обстоятельство, что 
все яблоко благодаря прекрасному преобразованию Кеплера пере- 
ходит в цилиндрический отрезок с основанием, равным всему 
вра цающемуся сегменту, и высотой, равной длине описчваемого 
точкой [) круга (радиуса АО), представляет собой по суще- 
ству лишь побочный геометрический результат, лишенный какого- 
либо практического значения, так как Кеплер не был в состоя- 
нии непосредственно определить объем этого цилиндрического 
отрезка. В 

Но Кеплер производит не одно лишь преобразование, а 
лва, существенно отличных друг от друга. Первое из них я дол- 
жен рассмотреть несколько подробнее, ибо оно, как об этом 
свидетельствует весь перевод Р. Клуга, очевидно, осталось не- 
понятым им. “ 

В теореме П Кеплер показывает, что площадь круга равна 
треугольнику ОА$, если А5 равно длине окружности этого 
круга. Того, что я говорю далее, нет у Кеплера, но такова 
во всяком случае проводимая им выше в теореме ХХ мысль. 
Именно, рассечем круг вдоль радиуса ОЛ (см. схематическую 
фиг. 61) и деформируем его так, чтобы малый треугольник 
круга ОАВ перешел в треугольник ОАВ’, треугольник ОВС — 
в треугольник ОВ!С' и т. д., 
наконец, треугольник ОЮА— 
в треугольник ОА!5. При 
этом круг непосредственно 
преобразуется в треуголь- 
ник ОД$. 

Именно так представляет 
себе дело Кеплер и в случае 
яблока. Он рассекает его вдоль ММКОХ, и эта площадь остается 
нетронутой. Далее, он производит в яблоке сечения через ребро 
ММ, так что возникает бесконечно много клинообразных, огра- 
ниченных каждый двумя дугами круга и конгруэнтных дисков. 
Затем эти диски вытягиваются в длину, причем тем более, чем 
далее они отстоят от ИМКОГ. При этом ММ все время остается 
неподвижным, что соответствует центру О круга на фиг. 61, 
тогда как другой край доходит до прямой 05, в которую рас- 
тянута наибольшая окружность яблока. Таким образом диски 
принимают эллиптическуют форму, а последний из них, перво- 
начально совпадавший с ММКОГ, переходит в ММ. Таким 
образом цилиндрический отрезок следует представлять себе раз- 
деленным на чрезвычайно малые клинообразные диски эллипти- 
ческой формы, все ребрл ‘которых совпадают с ММ. `Разумеется, 
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следовало прежде всего доказать, что эти диски образуют ци- 
линдр; притом для вычисления подобное прэобразование ничего 
не дало бы, ибо при подобном разложении было бы отнюдь не 
легчз вычислить объем цилиндрического отрезка, чем самого 
яблока. (В случае прямоугольного треугольника дело, разумеется, 
обстоит иначе!) 

Но второе преобразование дает снова тот же цилиндрический 
отрезок. Оно значительно удобопонятнее, и Кеплер также изла- 
гает его значительно яснее. Если /К представляет собой какую- 
либо хорду круга, параллельную ММ (я не хочу наносить на 
чертеже новых линий), то при вращении она опишет цилиндри- 
ческую поверхность. Яблоко состоит сплошь из таких поверхно- 
стей (ит1сае), которые здесь следует рассматривать как „недели- 
мые“. Толщиной этих поверхностей и возникающими благодаря 
ей, как бы она ни была мала, ступеньками, Кеплер пренебрегает. 
Если рассечь яблоко, как было указано, оставить /А’ нетронутой 
в плоскости ММКОГ и развернуть поверхность по плоскости, 
перпендикулярной к ММ№МАКОГ, то получится прямоугольник /КОЁ 
с высотой ОЁ, равной длине окружности радиуса АО. Нетрудно 
доказать, что все эти прямоугольники (в качестве „неделимых“), 
если их поставить рядом друг с другом, образуют цилиндриче- 
ский отрезок, так ‘как верхние ребра в силу пропорциональ- 
ности, существующей между длинами окружностей и их ра- 
диусами, должны лежать в одной плоскости. 

Это второе преобразование пригодно для вычисления по- 
средством современной символики. Пусть будет РО =г, АР= а, 
АО=—=х, О!=у (причем / снова обозначает произвольную 
точку). Уравнение окружности тогда примет такой вид: 


(х— 4) | = пт. 
Каждая „туника“ имеет поверхность 
2у.2хп = 4хуп. 


Сумма всех туник получится, если это выражение проинтегри- 
ровать от х==0 до х==-- 4, придав „туникам“ толщину @х, 
благодаря чему они становятся телами. 


Тогда 
га га 
объем яблока = 4п | ху ах == 4" | хи — (х— а)? ах. 
0 0 


Если здесь положить х — =, так что 4х == 48, то 
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; 
объем яблока = 4к 


а 
и 1 Г, 1 
=—2т | (— 2548 (2 — В) --4ат | "— в = 
—а _—а 
—— 41 (72— ыз ' | 4 т. и сегм. ММ№МКО/ = 
3 на 2 —— 


Е 
— и (2? — 42)? —- 24п . сегм. = ы. АМЗ —- 24п. сегм. 


Здесь первое выражение можно рассматривать как шар, а 
второе — как сегмент цилиндра, которые, однако, оба не встре- 
чаются в преобразовании Кеплера. 

Обозначим еще через Р центр тяжести сегмента ММАО/ н 
положим АР=—=р (чего, разумеется, нет у Кеплера), выраже- 
ние 2у.х представляет собой момент каждого отдельного неде- 
лимого сегмента (т. е. каждой хорды, параллельной ММ) отно- 
сительно оси ММ. 

Но по определению центра тяжести 


г. 
сегм. ‚р = 2| ху 1х; 
0 


так как согласно вышеприведенному это равно 


1 
— объема яблока, 
2 


то 
объем яблока = сегм. .2рп, 


т.е. равен площади сегмента, умноженной на путь, проходимый при 
вращении центром тяжесги, или же равен цилиндру, основан ем 
которого служит семент, а высотой — описываемая точкой Р 
окружность. Это — так называемая теорема Гульдина, справедли- 
вая для всякого тела вращения. П. Гульдин (СЧ) опубликовал 
ее в большой работе „Ое сещго ггауйаНз“ (Меппае, 1635—1641), 
содержащей, между прочим, также критику „Новой стереометрии“ 
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Кеплера, но тщательчо обходящей молчанисм то почт; достовер- 
ное обстоятельство, что Гульдин нашел эту теорему в УП книге 
„Зупаесее“ Паппа. Что Кеплер не знал этой теоремы, это, на 
мой взгляд, ясно из вышеприведенного доказательства, нося- 
щего совсем ‘иной характер. Несомненно, что Кеплеру не было 
также известно, что Валерио (первый) спределил центр тяжести 
кругового сегмента. 

Мы вынуждены отказаться от рассмотрения дальнейших ре- 
зульта:ов, частью имеющихся у самого Кеплера, как, например, 
вращения сегмента, мельшего половины круга (что дает „ли- 
мон“), и замены круга каким-либо иным коническим сечением. 
Нэтрудчо видеть, что, обрезая подобные тела, можно получить 
бочки. 


Хх 


Сумма крадратов неделимых треугольника 


Из „ОСбеоте а ш@МЯЬШЬиз сопИпиогит поуа диадат гаНопе рго- 
то{а“. Аи!оге Е. (гашге) Вопауещиага Сауа]е Но Ме ю1ап. (епз!) Ога. (15) 
Тезиаогиш 5. Шегопупы, О. М. МазсагеПае. Рг. Ас. ш Ато Вопоп. 1еп$1) 
@ути. (азю) Рит. (0) МатетаНсагит Рго{еззоге... Вопошае... МОСХХХУ. 
Второе издание: Вопошае, МОСИШ. 

Предварительное замечание. В противоположность 
Кеплеру, который в качестве мирянина-протестанта не был знаком 
со схоластической философией и случайно наткнулся на прни- 
менение неделимых только в результате предпринятой им популя- 
ризации строгого метода Архимеда, патер Кавальери в своем боль- 
шом труде, в рукописи представленном сенату Богоньи еще в 
1629 г., применяет неделимые уже систематичсски и именно 
под этим названием (которого Кеплер, очевид:0о, не знал), при- 
меняет, как товорится в заголовке, с целью „по-новому споссб- 
ствовать развитию геометрии посредством неделимых (частей) 
непрерывных (величин)“. Так как и учитель Кавальери Галилей 
также был знаком с учением и применял его при теоретиче- 
ском выводе закона падения 1) и даже, как это видно из его 
переписки, сам собирался написать об этом книгу, то, естественно, 
не может быть и речи о том, что Кавальери был только подра- 
жателем Кеплера, хотя, разумеется, и его работы стимулировали 
деятельность Кавальери. Но неделимые и у Кавальери не опре- 
делены отчетливым образом, и, вообще, у него, скорее, имеются 
обо всем догадки, чем доказательства. Иногда Кавальери при- 


_ 4) Ср. мою статью „Оаз @езеф2 уот Нееп РаПе ш 4ег Зсвоа$ к, 
ъе! Пезса{ез ип@ СбаШе!“, „(. тайВ. па. Цп+.“, 45 (1914), стр. 209—228, 
из которой видно, что и Декарту не были чужды методы Архимеда. 
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меняет даже метод „ступеньчатых“ тел. По существу, неделимое 
должно иметь одним измерением меньше, чем порождаемый им 
при движении (выражение „Пиеге“—течь— встречается у Кавальери) 
непрерывный пространственный образ. Но неделимое у Кавальери 
часто обладает в неявном виде толщиной, и, по большей части, 
неделимые просто складываются, как и у Архимеда в „Учении 
о методе“. Так как выражение „все линии“ мы встречали (по 
смыслу) ‘уже у Архимеда (см. выше, ч. [У, № УП), то нас не удивит, 
что и Кавальери употребляет его для суммы неделимых. При 
этом наиболее крупное достижение Кавальери заключалось в том, 
что он представлял себе линиеобразные неделимые какой-нибудь 
площади наделенными, в свою очередь, площадями, например 
квадратами, так что он мог говорить о сумме квадратов неде- 
лимых какой-нибудь площади. Этот метод мог быть обобщен 
и привел к интегралам целочисленных степеней. 

А .. б Основная теорема содержится 
в следующем отрывке. 

Книга П. Теорема ХХГУ. Пред- 
ложение ХХУ 1). 

Стр.78 (2-еиздание, с: р. 159) 2). 

Пусть будет дан произвольный 
параллелограм, и пусть будет в нем 
проведена диагональ. Тогда все 

Фиг. 62. квадраты параллелограма относятся 

ко всем квадратам одного из двух 

образованных названной диагональю треугольников, как 3:1 

(зипё шт гтаНопе &1р1а), если принять стороны параллелограма 
за общую направляющую линию (гер\]а). 

Пусть будут даны параллелограм АС и проведенная в нем 
диагональ СЁ; направляющей линией пусть будет какая-либо 
сторона, например ЕС (фиг. 62). Я утверждаю, что все квад- 
раты (параллелограма) АС представляют собой утроенное 
кратное всех квадратов какого-либо из треугольников АЁС 
или СЕС (1. Разделим стороны АС и СС пополам в точках 
В и Ни проведем через В прямую, параллельную СОЦ, а 
через Н — прямую, параллельную СА, т. е. (прямые) ВЕ и ЭН, 
которые вместе с прямой СЁ делят друг друга пополам 
в точке М. Если провести в фигуре или параллёлограме АС 


1) Предложение (Ргороз1 о) — более общее понятие, теорема ({Пеогета) 
же — более частное; в качестве противоположности ей противостоит за- 


дача (ргоета). 
2) В 1-м издании каждая „книга“ имеет свою собственную пагина- 


цию, ЕО 2-м издании одна общая пагинация. 
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линию ВА, делящую пополам все (линии), параллельны? ЕС, 
и линию СЁ, делящую всех их, исключая ОН, на неразные части, 
то все квалраты треугольника АЕС вместе со всеми квадратами 
треугольника СЕС равны удвоенному кратному всех квадратов 
(параллелограма) АР, взятых вместе со всеми квадратами двух 
треугольников СВМ и ЕМЕ 1); и если ОН делится линией 
СЕ пополам 7), то это ничего не говорит против нашего утвер- 
ждения, ибо как для ОН, так и для тех (параллелей), кото- 
рыз делятся на норазные части, справ-дливо, что квадраты 
отсеченных частей, т. е. квадраты ОМ и МН (взятые вме- 
сте), влвое больше кзадрата половины, Т. е., квадрата ОМ, и 
квадрата (отрезка), помещающегося между (точками) пересече- 
ния, Который здесь равен нулю, так как обе секущие ВР и 
СЕ пересекаются в точке М (П). Но все квадраты треуголь- 
ника АЁЕС равны всем квадратам треугольника СЕ, так как 
(эти) треугольники” построены на одитаковых основаниях ЕЦ 
и АС, имеют одинаковую высоту и лишь лежат противопо- 
ложным образом; поэтому все квадраты треугольника СЕС 
равны всем квадратам АГ вместе со всеми квадратами тре- 
угольников СВМ и МЕЕ (Ш). Далее, все квалраты треуголь- 
ника ВМС равны всем квадратам треугольника СИН, все же 
квадраты треугольника СЁС находятся ко всем квадратам тре- 
угольника СИН в утроенном отношении (обеих линий) (С 
и СН, которое (в свою очередь) равно двум, значит, они 
находятся в восьмикратном отношении и это в силу того, что 
треутольннки СЕ и СМЯ подобны. Поэтому все квадраты СЕС 
в восемь раз больше всех квадратов СМЯ и вчетверо больше 
всех квадратов СМЯ или же ВСМ вместе с МЕЕ (1У). Но 
все квадраты треуг®льника СЕС равны всем квадратам АР 
вместе со всеми квадратами треугольников СВМ и МЕРЕ, и, 
следсвательно, последние (т. е. квадраты АР и обоих тре- 
угольников) вчетверо больше всех квадратов треугольников 
СВМ и МЕЕ. Посредством деления 3) отсюда получается, 
что все квадраты АР втрое больше тех (других). Но все 
квадраты АС так относятся ко всем квадратам ДЕ, как 
квадрат СЕ к квадрату ЕР, т. е. как 4:1 (14 ез{ ацая- 
гир]а), или же\*) как 12:3. Далее, все квад`ат: АЕ втрое 


1) Здесь в тексте (обоих изданий) имеется перестановка, на которую 


обращен › вичмание па стр. 508 &@-го издания (но с указанием страницы, 
относящимся к 1-му изданию). 


2) Здесь в тексте обоих изданий) стоит ‚поп“, что очевидно, бес. 


смысленно. 


3) Эго дрезнегреческое выражение для ‚почтенного вычитания“. 
*) Здесь цифры стоят и в оригинале. 


16 Виалейт нер, Хрестоматия, 2 


больше всех квадратов треугольников ВМС и МЕЕ; значит, 
все квадраты АС в двенадцать раз больше всех квэдратов тре- 
угольников ВМС и МЕЕ и относятся ко всем квадратам АР, 
как 1) 12:3. В соответствии с этим все квадраты АС отно- 
сятся ко всем квадратам АР (вместе) со всеми квадратами тре- 
угольников СВМ и МЕР, как 1) 12:4. Но, как было показано, 
все квадраты АР вместе со всеми квадратами треугольников 
СВМ и МЕЕ равны всем квадратам треугольника СЁЕС или 
АЕС; следовательно, все квадраты АС относятся ко всем 
квадратам треугольника СЕС или АБС, как 12:4, т. е, они 
втрое больше последних, что и требовалось доказать (\У)., 


Пояснительные замечания. (1) Все неделимые па- 
раллелограма АС следует представить себе проведенными па- 
раллельно ЕС. На каждом неделимом следует представлять себе 
построенным квадрат. Для понимания дальнейшего мы условимся, 
что ХАЕС будет выражать сумму квадратов всех неделимых 
треугольника АЕС. Тогда, разумеется, как это устазавливается 
ниже, ХАЕС=УСЕС, а также и »СВМ =УЕМЕ и ХАС = 
—=4>АР, но основной вопрос заключается в том, как относится 
УАС к ХАЕС. На это и дает ответ данная теорема, говоря, 
что ХУАС ==3>АЕС. Легко заметить (и Кавальери, разумеется, 
это также было известно), что это дает объем квадратной (а зна- 
чит, и всякой) пирамиды или же означает квадратуру параболы 
у==л?. В наше время мы это выражаем так: 


а 
| Ах == ы а3 (см. выше, „стр. 210). 
0 


При этом надо взять на чертеже АС == а. Для того чтобы это 
вычисление давало также объем пирамиды, следует только взять на 
чертеже такжг и высоту параллелограма АС равной а. При этом 
число неделимых параллелограма также оказалось бы равным а. 
То же самое получится, если принять а за величину АС, полагая 
при этом, что единицей измерения будет самое малое неделимое 
треугольника АСЁ, наиболее близкое к Е, и полагая также, что 
все неделимые одинаковой толщины. Действительно, если мы 
обозначим самое малое неделимое = то следующее будет 2 ит. д., 
и ЛЕ будет равно а(=), т. е. п== а. Площадь параллелограма АЯ 


1) Здесь цифры стоят и в оригинале, 
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тогда равна 2, а соответствующёго параллелепицеда — а3. Этот 
ход мыслей выдержан совершенно в духе Кавальери. 

(П) Рассмотрим секущую КУ, о которой Кавальери впервые 
говорит в одном дополнении (когда он уже доказал соответст- 
вующие теоремы о наделенных квадратами неделимых), и положим 


1 
$Т==\. Тогда ЮТ= > а--», ТУ = 5 @а— \ и, следовательно, 


___ —_—___ 1 2 1 2 а 2 
2 — | — —&а— =— — 2 2, 1 
ЮТ2 -- ТУ (5@-1) + (52 ») 2(5) > (1) 
Если взять все такие суммы, когда ЮТ убывает фт АС до 
вершины Е, а ТУ возрастает от вершины С до Е@, то ^ про- 
бежит оба треугольника СВМ и ЕМЕ, между тем как 5 прой- 


дет параллелограм АР. Следовательно, мы можем, в духе Ка- 
вальери, записать равенство (1) так: 


ХАЕС-- ХСЕД = 2; АР-- 4;ВМС. (1=) 
(Ш) Последнее равенство немедленно переходит в 
ЗАЕС = УАР- 2>ВМС, (1*=*) 


причем мы, в противоположность Кавальери, только отказываемся 
от совершенно излишнего использования »ЕМЕ, 
(ГУ) Далее следует утверждение, что 


ХАЕС—=8ХВМС. (2) 


Здесь у Кавальери нет никаких ссылок, и, таким образом, 
доказател.ство этого утверждения отсутствует. Но если мы дей- 
ствительно построим квадраты на неделимых и таким путем 
образуем пирамиды (ВС)?М1) и (АС)?Е, то легко заметить, что 
они действительно подобны и находятся в отношении 1:8, если 
только при этом теорема о подобных пирамидах уже является 
доказанной. Однако ее доказательство опирается, так или иначе, 
на определение объема пирамиды, а необходимая для этого по- 
следнего теорема и служит здесь предметом доказательства. Та- 
ким образом положение вещей весьма напоминает порочный 
круг. Здесь весь вопрос сводится к логическому порядку дока- 
зательства. Но Кавальери не был в этом силен. Мы же просто 
допустим справедливость этого утверждения. 


1) То-есть пирамиду, построенную на (ВС) как на основании и с вер- 
шиной в точке М. 


16* 943 


(У) Дальнейшее для нас понятно само собой, в силу того, 
что мы умеем производить алгебраические вычисления, чему 
Кавальери научился лишь позже и притом недостаточно. По- 
этому он с трудом выводит при помощи пропорций то, что 
мы запишем ниже. 

Из (1*) и (2) следует: 


ХАЕС-Р ХАЕ-- С УАЕС, (3) 
1 
, --ЗАВС == -} ХАД, (4) 
и, наконец, 
ХА@ = ЗХАЕС. (5) 


Проследить за вычислениями Кавальери только скучно, го 
отнюдь не трудчо. 

Подвергнув исследованию разрешенную Кеплером лишь при- 
ближенно проблему кубатуры параболического „веретена“ (воз- 
никающего при вращении дуги параболы вокруг своей хорды), 
Кавальери сам пришел к мысли заменить квадраты его недели- 
мых в параллелограме и треугольнике биквадратами. После того 
как это ему удалось, он попытался в дополнение к этому вы- 

а 
числить, как мы выражаемся, | хз Ах (сообщено в 1639). Побуж- 


0 
а 


даемый стимулами внешнего порядка, он затем перешел к | хе ах, 
6 
откуда он умозаключил по аналогии о всех прочих случаях и 
а 
в качестве примера привел еще | зах. Эти обобщения он 
0 


опубликовал в своих „ЕхегсНаНопез реошенсае зех“ (Болоньл, 
1647). Произошло это уже в то время, когда они не представ- 
ляли собой новизны, Действительно, за этот промежуток вре- 
мени Ферма (Еегта!, которому, быть может, предшествовал 
Торичелли, произвел эти квадратуры при помощи не только 
более ясного, но и более общего алгебраического метода и 
притом для любых положительных рациональных степеней (для 
целых положительных степеней он это сделал уже в 1636 г.). 
Все эти исследователи были осведомлены о работе друг друга 
и часто взаимно обменивались, правда, с разными предосторож- 
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ностями, своими достижениями 1), В те времена никто не знал. 
о том, что объем параболического веретена (а вместе с тем и 
суммы кубов и биквадратов чисел) был выведен при помощи 
строгого архимедова метода еще ибн-Альхайтамом (п АШа:- 
ат) около 1000 г. нашей эры ?), 


4 


Острое гиперболическое тело Торичелли / 


Из „Орега сеоте{!са Еуапоей${ае ТогисеИ*, Р1огеп#ае 1644. В част- 
ности из трактата „Ое зо!4о пурегЬоЙсо асю“ (И ч., стр, 113—135). 
Перепечатано в „Ореге 4 Еуапоей!$За Тогйсе1* е4.., да Сто Гопа е Сш- 
зерре Уаззига, \о1. [, Рае 1, Раепга, 1919. Трактат занимает стр. 191—213. 

Предварительное замечание. В первую очередь 
этот трактат показывает, как сразу глубоко была воспринята 
идея неделимых Кавальери, во-вторых, в нем приводится, как 
замечает (в предисловии к одной предшествующей работе о том 
же теле) сам Торичелли, первый случай того, что фигура, про- 
стирающаяся в бесконечность, не обладает бесконечным объе- 
мом. Речь идет о теле, получающемся при вращении равносто- 
ронней гиперболы вокруг ее асимптоты. При этом соответст- 
вующие части площади’ гиперболы бесконечны. Из того, что 
Торичелли говорит, что он применил первым (зщ? аПогит ехе- 
тр!о) криволинейные неделимые, мы должны сделать тот вывод, 
что он не видел „Новой стереометрии“ Кеплера, где уже встре- 
чались подобные „туники“ (см. выше, ч. ГУ, № [Х). Во всяком 
случае среди 38 (1!) научных работ, которые находились в би- 
блиотеке Торичелли (см. в том же томе „Ореге“, стр. [Х), книга 
Кеплера не числится. Линии, проведенные на чертеже пункти- 
ром, прибавлены мною. 

Стр. 115 („Ореге“, 1, 1, стр. 193). Теорема. 

Бесконечно длинное, острое гиперболическое тело, пере- 
сеченное плоскостью, перпендикулярной его оси, вместе с 
цилиндром, построенным на его основании, равно некоторому 
прямому цилиндру, диаметр основания которого равен 1а{из 
уегзит или же оси гиперболы, а высота равна радиусу осно- 
вания самого острого тела. 

Пусть будет дана гипербола, асимптоты когорой АВ и 
АСЗ) образуют прямой угол (фиг. 63). Возьмем на гиперболе 


1) Здесь мне оказала большую пользу статья А. Босмана (Н. Воз- 
15) #07 спарЦге 4е Гоецуге 4е СауаГег!“. МаШезз, 36 (1922), стр. 

2) Ср. Г. Зутера (Н. Зщег), „В1Ь1. та{8.“, 3-я серия, ХП (1911/1912), 
стр. 289 и сл. 

3) В оригинале в тексте`стоят строчные буквы, а па черт. же прописные, 


24) 


произвольную точку О и проведем ДС параллельно АВ и 
ОР параллельно АС. Затем станем вращать всю фигуру во- 
круг оси АВ, причем одновременно возникнут острое гипер- 
болическое тело ЕВО и цилиндр РЕОС, построенный на его 
основании. Продолжим, далее, ВА до Н так, чтобы АН 
было равно всей оси или же [аз уегзит гиперболы. Затем 
на диаметре АН построим круг, перпендикулярный к асимп- 
тоте АС. (Наконец), представим себе, что на основании 
АН (т. е. на описанном круге) построен прямой цилиндр 
АССН, высотой которого будет АС, т. е. радиус основания 
острого тела. Я утверждаю, что все тело ЕЕВШОС хотя и 
бесконечно длинно, но все же равно цилиндру АСОН. 
Возьмем на прямой АС произвольную точку Г и предста- 
вим себе, что через / вокруг оси АВ проведена цилиндрическая 
поверхность (зиречез суНпа- 
Пса) ОМ, содержащаяся в 
остром теле, и представим себе 
в цилиндре АССН круг ГМ, 
параллельный основанию АН. 
Тогда названная цилиндри- 
ческая поверхность ОМ! будет 
отнсситься к кругу /М, как пря- 
моугольник ОЁ, проведенный 
через ось к квадрату радиуса 
круга //М, т. е. как прямоуголь- 
ник ОЁ к квадрату полуоси ги- 
перболы. Следовательно, соглас- 
но лемме (лемма Г) они равны. 
И это верно всегда, где бы ни была взята точка /. Поэтому 
все цилиндрические поверхности, взятые вместе (отмпез зйпи]), 
т. е. самое острое тело ЕВДО вместе с цилиндром РЕДС (по- 
строенным)` на его основании, равны всем кругам, взятым 
вместе, т. е. цилиндру АСОСН. Что и требовалось доказать. 
Г 
Пояснительные замечания. Все это так просто и 
ясно изложено, что нуждается для пояснения лишь в немногих 
словах. Несомненный прогресс заключается также и в том, что 
цилиндрические неделимые здесь просто заменяются равными им 
площадями кругов, в которые они не могут быть преобразованы 
геометрическим путем. Торичелли предпослал теореме 5 лемм 
(вспомогательных теорем), которые нам здесь не нужны. Примем 
АС за ось х-ов, а АВ за ось -ов, Тогда уравнение гиперболы 
будет иметь вид: хг == 4?; далее, АО == ОК =а, АЮ (полуось 


246 


гиперболы) = И 23. Всякий прямоугольник ОМ. будет в таком 
случае равен 22, а описываемая /. или же ОМ цилиндриче- 
ская поверхность будет 2хп2 = 24?п, т. е. будет постоянной, 


независимо от положения /. Но АН было взято равным 24И 9, 


так что каждый круг цилиндра АНОС имеет площадь (4 У 2)2к = 
— 242п. Эти круги и суть неделимые цилиндра, точно так же, 
как цилиндрические поверхности суть неделимые исследуемого 
тела. Все остальное имеется у Торичелли, который в целом ряде 
дальнейших теорем еще подробнее исследует свойства тела 
(среди прочих также и то, что объем, расположенный над 
плоскостью ЕС, бесконечен). 

Если мы представим себе через точку А проведенной еще 
перпендикулярную к ВАС ось у-ов, то тело будет иметь уравне- 


ние 27=— 42, где г==И х?-Р у?, или же, в освобожденном от 
радикалов виде: 2? (х2 -- у?) = 4%, Следовательно, мы имеем пе- 
ред собой поверхность 4-го порядка, к которой, разумеется, 
также принадлежит и часть, расположенная под плоскостью х, у. 

Современный ход вычислений таков. Вычислим объем МЕДЕ, 
положив СО =аи /[=6. Этот объем равен: 


| [1] 


псалом | ант 
22 
д 


“г 
При 6 = со, т. е. в случае тела ЕВО, это дает —. Но 
4 
при 2 =а мы имеем, что г? —= 5; Следовательно, цилиндр ЕЕОС 


4 8 


“п 
равен Рпа=-——. Таким образом он равен верхнему беско- 


нечно удлиненному телу, что доказывается также и в одной ИЗ 
4 


44“ 
теорем Торичелли. Оба тела вместе имеют объем —. Но та- 


ков же обьем цилиндра АНОС, радиус осногания которого ра- 
— (2 

вен 4ИУ2, а высота — 

а 


Тем самым Торичелли первый получил интеграл степени 
с отрицательным показателем (у = х-?), что немедленно должно 
было стать ясным алгебраистам, к числу которых сам он, впро- 
чем, не принадлежал, 
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В одной дальнейшей работе он привел доказательство также 
посредством старого метода Архимеда. Но он не считал его 
лучшим (1оп21огеш аш4ешт, зе поп ео т сегЧогет: хотя 
оно и длиннее, но, на мой взгляд, не достовернее). 


ХП 
Квадратура всех гипербол высших порядков 


Из трактата „Бе аедиайопит 1осаЙ!ит {гапзтиаНопе е{ етеп4аНопе..., 
сШ аплесит ргоро!гНЧоп!$ реотеёсае 11 аиа@гап $ шНп! 5 рагабой$ е 
ПурегЬо!$ изи$“. „Оепугез 4е Регта{“, риЪ!. раг 1е5 зошз 4е ММ. Раш 
Таппегу её СпаЦез Непту. .Тоте ргепиег. Райз, МОСССХС, стр. 255—288. 
Франц перевод П. Таннри в „Озиугез“, Ш, Райз, 1896, стр. 216—237. 


Предварительное замечание. Трактат, из которого 
мы заимствуем нижеследующий отрывок, был приведен Ферма 
в теперешний вид только после 1657 г. Но одно сообщение, 
посланное Кавалгери, не содержащее, впрочем, изложения метода, 
Е свидетельствует о том, что от- 
дельные части этой работы, и 
в частности интегрирование пара- 
бол общего вида у==х”, где чи- 
сло и может быть также (поло- 
жительной) дробью, имелись уже 
в 1644 г. Тем временем Тори- 
челли, подстрекгемый этим сооб- 
щением, открыл в 1646 г. способ 
обобщения его и на все отрица- 
тельные показатели. В трактате 
Ферма дается общая теория всех этих случаев при помощи его 
собственного (отличного от торичеллиевого) в высшей степени 
интересного метода, обогащенного мноточисленными примене- 
ниями к некоторым формам уравнений, которые путем преобря- 
зований могут быть приведены к вышеуказанным, Опубликовано 
это было, как уже сказано, впервые в „У\УаМа Орега“ Фгрма 
(То1озае, 1679). Ниже я привожу помещенное в начале его ра- 
боты исследование гипербол. 


Стр. 256 (франц. ‘стр. 217)... Гиперболами мы по опре- 
делению называем бесконечно многие кривые разного рслда, 
как, например, О$5ЕР (фиг. 64), свойство которых таково: 
если взять за асимптоты кривых пересекающиеся под произ- 
вольным углом ЮАС прямые АЮ и АС, которые, подобно 
самой кривой, можно продолж.ть произволь о до бескснеч- 
ности, и если провести параллельно одной из гсимптот про- 


извольные прямые СЕ, НГ, ОМ, МР, Ю5 ит. д., то так же 
как какая-нибудь степень (рые) прямой АН относится 
к той же степени прямой АС, так какая-нибудь и притом 
такая же или же отличная от предыдущей степень прямой СЕ 
относится к той же степени прямой НГ. При этом под сте- 
пенями мы понимаем не только квадраты, кубы, биквадраты 
(Чиадга1о-диадгаа) и т. д., показатели которых 2, 3, 4 
и тд., но и все простые стороны (ата, корни}, показатель 
которых равен единице. 

Я утверждаю, что при помощи геометрического отно- 
шения (ргорог 10113) 1) можно найти квадратуры всех этих 
бесконечно многих гипербол, за исключением только одной, 
аполлониевой или перзой, одинаковым и ко всем им приме- 
нимьм способом. 

Допустим, что, например, дана гипербола, обладающая 
тем свойством, что всегда 


прямая СЁ так относится к прямой НГ как квадрат прямой АН 
относится к квадрату прямой АС, 


И ЧТО 


прямая Я/ так относится к прямой ОМ, как квадрат ОА отно- 
сится к квадрату АН ит. д. 

Я утверждаю, что бесконечная площадь, основанием кото- 
рой является СЁ и границами которой служат, с одной сто- 
роны, кривая Е$, а с другой — бескокечная асимптота СОЮ, 
равна некоторой данной прямоугольной площади. 

Представим себе члены некоторой простирающейся до 
бесконечности геометрической прегрессии (р!о2тезз1оп1з гес- 
тешсае): первым членом пусть будет АС, вторым — АЛ, 
третьим — АО ит. д. до бесконечности, и пусть эти члены 
будут настолько близки друг к другу, чтобы можно было 
согласно методу Архимеда приравнять (а4аеацаге), как выра- 
жзется Диофант?) или же положить приближенно равными 
друг другу прямолинейный параллелограм на СБ и СН (зи 
СЕ ш ОН) и смешаннолинейный четырехугольник СНИЕ. 
(Допустим), далее, что первые из прямолинейных интервалов 
(разностей) между изменяющимися в геометрической прогрес- 
сни величинами, т. е. СЯ, НО, ОМ и т. д., почти равны 


:) Таннри псреводит это слово (также и в заглавии) через ргортез- 


оп (рял). Но это слово не совсем соответствует намерениям Ферма, ко- 
тарый при желаикни сам употребляет слово „ргоргез$10“. 


2?) В своей „Арифметике“, \, 11 и У, 14 (ср. часть 1), Диофант 


для „приближенного равенства” употребляет термин харчедтте. 
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между собою, так что может быть без труда применен по- 
средством вписыван.й и описываний архимедов способ дока- 
Зательства путем приведения к невозможному (рег апхую\у 
&{< абоуатоУ). Достаточно это сказать один раз навсегда, для 
того, чтобы больше не быть вынужденными снова напоминать 
и повторять тот прием, который достаточно хорошо знаком 
каждому геометру. . 

Исходя из этого, а также из того, что 

как АС относится к АН, так АН относится к АО и так АО от- 
носится к АМ, 
получим, что 


как АС относится к АН, так и иитервал СН к НО и интервал 
НО к ОМ ит. д. 

Но параллелограм на ЕС и СН относится к параллелограму на 
НИ! и НО, 

как параллелограм-на НГ и НЭ к параллелограму на №0 и ОМ. 


Действительно, так как отношение (гаНо) параллелограма 
на СЕ и СН к параллелограму на НГ и НО получается из 
отношения прямой СЁ к прямой НГ и отношения прямой 
СН к прямой НО и так как, согласно вышеуказанному, 

АС относится к АН, как СН относится к НО, 
то отношение параллелограма на ЕС и ЦН к параллелограму 
на НГ и НО складывается из отношения СБ к НГ и из от- 
ношения АС к АЛ. Но 

СЕ относится к НГ по предположению {), как квадрат АН к 
квадрату СА, 
или же, на основании непрерывной пропорциональности, 

как прямая АО относится к прямой СА. 

Таким образом отношение параллелограмма на Е и СН 
к параллелограму на Н/ и НО получается из отношения 
АО к АС и АСк АН. Но из них обоих получается отно- 
шение АО к АН. Следовательно, параллелограм на СЁ и 
СН относится к параллелограму на Н/ и НО, как ОА к 
НА или же как НА к АС. 

Подобным же образом доказывается, что параллелограм 
на НГ и НО относится к параллелограму на ОМ и ОМ, как 
АО к НА. ‹.) 

Но три прямые, выражающие собой отношения паралле- 
лограмов, т, е. прямые АО, НА, СА, образуют по предпо- 
ложению (непрерывную) пропорцию; следовательно, беско- 
нечно многие параллелограмы, на СЕ и СОН, на НГ и НО, 
на ОМ и ОМ, все образуют непрерывную пропорцию с от- 


1) В оригинале стоит: ех сопзисЦоце. 
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ношением, (в котором находится) прямая НА к СА. Поэтому 
согласно основоположной теореме нашего метода, 

так же как СН, разность членов отношения, относится к мень- 
шему члену СА, 

так и первый член ряда параллелограмов, 


т. е. параллелограм на ЕС и СН, 
относится ко всем остальным бесконечно многим параллелограмам, 


т. е. на основании „приравнивания“, по Архимеду, к фигуре, 
образуемой НГ, асимптотой НЮ и простирающейся до беско- 
нечности кривой /\№). 

Но если рассматривать прямую СЕ как общую ширину, 
то параллелограм на СЕ и СН относится к параллелограму 
на СЕ и СА, как НС к ДА. Следовательно, 

так же как параллелограм на СЕи СН 

относится к упомянутой бесконечной фигуре с основанием ЛГ, 

так тот же параллелограм на СЕи СН 

относится к параллелограму на СЕ и СА, 

Следовательно, параллелограм на СЁ и СА, т. е, данная 
прямолинейная площадь, „приравнен“ ранее названной фигур?. 
Если к этому прибавить (с обеих сторон) параллелограм на 
СЕ и СН, который в силу крайней малости делений пши- 
Нзз!таз тенах/с400б) исчезает и обращается в ничто, то ока- 
зывается вполне истинной легко подтверждающаяся посредством 
архимедова (разумеется, более хлопотливого) доказательства 
(теорема): параллелограм АЕ у гипербол такого рода равен 
фигуре, ограниченной основанием СБ, асимптотой СЮ и 
простирающейся до бесконечности кривой ЕР. 


Далее, Ферма принимает, что СЁ и НГ относятся, как кубы 
НА и СА, и доказывает, что тогда параллелограм АСЕВ равен 
удвоенной смешаннолинейной бесконечной фигуре, примыкаю- 
щей к СЕ. 


(260)... Подобным же образом можно провести доказа- 
тельство и для всех других случаев, и этот метод изменяет 
только в случае первой (или аполлониевой и простой) гипер- 
болы в силу того единственного обстоятельства, что для нее 
все параллелограмы ЕН, 1/0, ММ равны между собой, и 
так как члены прогрессии равны между собой, то между ними 
нет никакой разности, а в этой разнос и и заключается вся 
суть (тузейит) дела. 


Далее, у Ферма рассматривается общее правило для парабол 
и затем дается следующее общее правило для гипербол. 


$91 


(266, франц. 224)... Столь же легко находится общее 
правило и для гипербол. А именно, для любой гиперболы, 
параллелограм ВС относится к простирающейся до бесконеч- 
ности фигуре АСЕ, как разность показателей степеней 
ординаты (аррНсаае) и абсциссы (41атей1) к показателю сте- 
пени ординаты. 


Пояснительные замечания. Так как рассуждения 
Ферма легко понятны сами по себе, то мы только приведем 
вы‹ладки в современной форме. Положим: 


АС =, СЕ =, 
АН=х,, Н!==у\, 
АО —х., ОМ = у.о, 
АМ=х;+, МР=у., 
АК=хь, К$ = у, 


тогда по предположению: 
21:0 == У у ит. д., 
или же 
12 == УзХ2 = со, 


или же, как мы примем, 


уха =— 1. 
ати, что Х ==, Х.==е: ==, х)==ехл, =... = 
— 3х, и т. д., причем е>>1Т и вместе с тем таково, что раз- 


ности 
21 — №==4%0 (8—1), 
№2 — 1 =% 8 (& —1), 
Хз — Ха == Хо" (&—1) ит. д., 


образующие геометрическую прогрессию с тем же знаменателем, 
что и сами абсциссы, очень близки друг к другу 1). 
Из этого немедленно следует: 
пар. ЕН пар. /О __ % (* — 0) _ х 


— >=, 


№8 


— к = —————— =. =— 

пар. /О пар. ММ У: (х. —х,) 
т. е. следующие одни за другими’ прямоугольники образуют 
геометрическую прогрессию с знаменателем :. 


Этой теореме Ферма предпослал „основоположную теорему“, 
а именно теорему о сумме геометрической прогрессии. Эта тео- 


1) Если, например, МАЮ должно быть только на 1%] больше, ‘чем 
СН, то :3 = 1,01, и нужно взять = = 1,0033. 
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рема, ебли первый член обозначить а, Знаменатель 4 < 1 полб: 
жить равным и:0 и всю сумму обозначить ©, гласит: 


(9— и): и=а'($— а). 
Отсюда получается: 
а 


$—а=а. — а с = . 
Ъо—и 1—4 1—9а 


Членами прогрессии здесь являются параллелограмы ЕН, /О 
№ММ... Следовательно, 


а = пар. ЕН = (х, — х) зтА, 
а == пар. ГО : пар. ЕН , 


и, значит, 
аз Уохь ( — 1) $т А 


$=—1= т  =%» ША = пар. АСЕВ. 


Это — первый результат Ферма, который мы для А==90% 
можем записать так: 


Наконец, для гиперболы 
упхт =1 (т>п) 
общая теорема Ферма утверждает, что 
—— п — 


т п т п—т 
5—\х п Ддх— Хх — хх п — х. т 
, я ро = и №%0 рю 


что вполне согласуется.с нашим общим, получающимся посред- 
ством неопределенного интегрирования, результатом: 


у 


№ 


п-т 


\ 


‚В современном алгебраическом обозначении общёе доказа- 
тельство Ферма для гиперболы 


ух" —1 (три) 
протекает следующим образом. Известно, что 
а = прямоуг. ЕН = У (Хх! — Хо) = Уохо (г — 1) = 


т 
__ прямоуг. 19 1 (я, —х;) _х: те ЩИ 
прямоуг. ЕН Уз (Хх, — Хо) т 

№ п 

пот , 

ху ”" (=—1 ШТ тп] 1 

5" Их, п (ле =") = 
1 —ет 


Ш ии... аи 
о Пита... ао’ 


Множитель, стоящий справа, после сокращения на 1—1 и 


при Ит = =1 (а значит, и при Ит 1==1), переходит в т 


Отсюда получается, как и выше: 


Если оставить пока в стороне своеобразное деление оси 
абсцисс, то крупным достижением Ферма является то, что он, 
пользуясь становящимися все меньше и меньше частями площа- 
дей, производит настоящее интегрирование, считая само собою 
разумеющимся косвенное доказательство Архимеда (по существу 
необходимое) и попросту отождествляя (если только разность 
достаточно мала) маленькие прямоугольники с соответствующими 
смешаннолинейными частями площади. Хотя Ферма и не говорит 
нигде о предельном значзнии, получающемся, когда названное 
нами выше отношение стремится к 1, но в действительности 
он должен был обладать представлением о подобном пределе 
(как мы ‘это уже установили и для самого Архимеда); по спо- 
собу же выражения он, во всяком случае, ближе к этой кон- 
цепции, чем Архимед. 
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Что касается разделения оби абсцисс на отрезки, образую- 
щие. геометрическую прогрессию, то следует заметить, что сам 
Ферма иногда называл свой метод „логарифмическим“ 1). Наиболее 
ясно это в случае обыкнозенной гиперболы, где при таком под- 
разделении части площади между собою равны и где, следова- 
тельно, арифметической прогрессии площадей соответствует гео- 
метрическая прогрессия отрезков на оси абсцисс. Сопоставление 
двух подобного рода рядов исторически привело к открытию 
логарифмов, и мы теперь говорим наоборот: площадь обыкновен- 
ной гиперболы измеряется логарифмом абсциссы. Если уравне- 
ние кривой будет ху —=1, то символически это записывается так: 


1 №1 

1 
фе | Е ах=Шх, — Ш при Хх >09 их >0. 
№ № 


Эти выражения не могут быть распространены на случай х == со 
и вэтом отношении образуют исключение по сравнению со всеми 


т 
остальными значениями —. Это свойство квадратуры обыкновен- 


ной гиперболы, по существу, было отмечено еще в 1647 г. Григо- 
рием из Сент Винцента в его „Ориз деотен{сищт“. Правда, рас- 


т 
сматриваемая площадь бесконечно велика не только при — =1, 
п 


т 
но и при < Ъ но в этом случае остаются конечными пло- 


щади, примыкающие к оси у:ов, и дело сводится к перемене 
местами обеих осей. 

Деление отрезка на части, образующие геометрическую п. 0- 
грессию, встречается уже у некоторых схоластиков ХУ в.?). 
Не лишено вероятности, что Ферма сам был знаком с такими 
работами. Но еще более ‘вероятно это по отношению к самому 
Неперу, изобретателю логарифмов, хотя литературных свиде- 
тельств об этом в настоящее время и не имеется. Таким обра- 
зом вероятно, что своей столь плодотворной идзей разделения 
основания на отрезки, образующие геометрическую прогрессию, 
Ферма непосредственно обязан Неперу и, по крайней мере кос- 
венным образом, схоластикам. 


1) См. Н. 0. Дец+{Неп, ОезсЫее 4ег Матетай К 1т ХУ! ипа ХУП 
Тавпип4ег+, Ге1р24о, 1903, стр. 268 (готовится русский перевод’. Лога- 
рифмы открыл первым Джон Непер (Мерег) в 1614 г. 

2) См. мою статью „Диг СезсысШе 4ег ипеп4!спеп Вефеп па св 
Цспел М@аЦег“, ВЫ. шаф., 3-я серия (191311914), стр. 150—168. 
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ХИ 
Метод максимумов и минимумов у Ферма 


Из „Оецугез 4е Еегта+“, ри. раг... Р. Таппегу е#.Сп. Непи, Тоше |, 
Рапз, 1891. Франц. пер. П. Таннри в Ш т., Райз, 1899. 


Стр. 133 (франц. стр. 121). 


МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ НАИБОЛЬШИХ И НАИМЕНЬ- 
ШИХ ЗНАЧЕНИЙ 


Все учение о нахожлепии наибольших и наименьших зна- 
чений основывается на том, что принимают две неизвест- 
ные!) и применяют следующее единственное празило: 

Допустим, что А прэдставляет собой какую-либо (неизвест- 
ную) исследуемую в?зличину — поверхность, либо тело, или 
же длину в соответствии с условиями задачи, — и выразим 

. Максимум или минимум через члены, содержащие А в тех 
или иных степенях. Затем возьмем для прежней величины 
значение А -|-Е и снова выразим максимум или минимум че- 
рез члены, содержащие А и Е в тех или иных степенях. 
Затем обе совокупности, выражающие наибольшее или на- 
именьшее значение, положим, как говорит Диофант, прибли- 
женно равными друг другу?) и отбросим на обеих сторонах 
одинаковые члены. Тогда в каждом члене справа и слева бу- 
дет стоять либо Е, либо какая-нибудь его степень. Затем 
разделим все члены на Е или же на высшую степень его 
так, чтобы (по крайней мере) один из членов на какой-либо 
стороне был совершенно свободен от множителя Е. Затем на 
обеих сторонах зачеркнем члены, содержащие Е или его сте- 
пени, а то, нто останется, положим равным друг другу или 
же, если на одной из сторон ничего не останется, то — что 
сводится к тому же — приравняем отрицательные члены по- 
ложительным. Решение последнего уравнения даст значение А; 
когда же последнее известно, то максимум или минимум по- 
лучится на основании ранее проделанного решения. 

Приведем следующий пример: отрезок (теа) АС тре- 
буется так разделить в Е, чтобы прямоугольник АЕС был 
наибольшим (фиг. 65). 

Обозначим отрезок АС через В, одну часть В назовем А, 
так что другая будет В — А, а прямоугольник на отрезках 


4+) Как и Кардан (Сагдапо), Ферма „неизвестные“ называет „роз ю“ 
ик этому прибавляет „м по{з“, т.е. „записанные при помощи букв“. 
1) См. выше, стр. 249. 
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будет В на А— 4, — и это должно иметь наибольшее зна- 
чение1). Положим теперь с другой стороны одну часть В 
равной А--Е, так что другая будет В —А— ВБ, и прямо- 
угольник на отрезках будет В на А — Ад + В на Е — два 
А на Е —Е4, что должно быть приближенно равно прямо- 
угольнику В на А— 44. . 

Отбросив одинаковые члены, получим, что В на Е прибли- 
женно равно двум А на Е--Еа, и если все это поделить 
на Е, то получится, что В приближенно равно двум А-- Е. 

Если отбросить Е, то В равно двум А. 

Таким образом решением задачи является деление В по- 
полам, и не может существовать более общего метода. 


Затем Ферма применяет свой метод также к определению ка- 
сательной к параболе. Он определяет подкасательную, но у него 
еще не встречается характеристический треугольник (см. ниже, 
№ ХГУ). Парабола служит для него здесь только примером. 


Стр. 136 (франц. стр. 123)... И этот метод никогда не 
изменяет, напротив того, он может быть распространен на 
многочисленные прэкрасные проблемы. Действительно, с его 


помощью мы определили центры Е 
тяжести фигур, ограниченных кри- мб 
выми линиями и прямыми, и центры Фиг. 65. 


тяжести тел и многое другое, о 
чем я, может быть, расскажу, если у меня будет досуг... 


Далее следует — относящееся к тому_же времени — примене- 
ние метода, хотя и не в чистом его виде, к определению центра 
тяжести параболоида вращения. 

Пояснительные замёчания. Как это следует из пере- 
писки Ферма, свой метод последний открыл еще в 1629 г., и 
вышеприведенные отрывки представляют собой самое первое изло- 
жение его, которое он переслал в 1638 г. Робервалю (КоЪегуа!) 
и Декарту. Максимумы и минимумы, а также и касательные опре- 
деляли в отдельных случаях еще древние математики, но это 
всегда осуществлялось посредством геометрических методов. Ферма 
дал первый алгебраический метод, связанный с диференциальным 
исчислением. (Об алгебраическом методе Декарта см. Ш часть.) 
Если ввести современные обозначения, то Ферма поступает 
следующим образом. Положим х вместо А и ПВ вместо Б. 


1) Я полагаю, что читатель сам справится с нижеследующими алге- 
браическими выкладками, еще вполне сохранившими старомодную фор- 
му алгебры Виета (У!е) (см. 1 часть, гл. ХУШ), и что его не смутит 
двоякого рода употребление букв А и РЕ. 
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Тогда величина у, которая должна принять экстремальное значение, 
выразится сперва у==/(х), а затем у —=(х -- #). Далее, кладут 


А(ж- В) = Л(х). 


Затем все переносится в одну сторону и делится на Й, если 
принять для простоты, что налицо имеются линейные относи- 
тельно Йй члены. Таким образом мы можем написать: 


пе В) — 10 0 


Далее, не давая этому никакого объяснения, Ферма опускает 
члены, в Которых еще содержится #. Для случая непрерывных 
кривых это дает то же, что и приравнение Й нулю (или же луч- 
ше постепенное приближение его к нулю). Но тогда 


по) о 


, 
й>›0 й 


а это не что иное, как условие обращения в нуль производной /(х). 

Ферма, однако, не только далек от этого способа выражения 
-и содержащегося в нем перехода к пределу, но он, несомненно, 
и не думал о том, чтобы положить Й вообще равным нулю. До 
последнего времени не было известно принадлежащего ему объ- 
яснения своего метода (хотя он посылал такие объяснения друзьям). 
Но недавно быдо найдено одно письмо Ферма от 1643 г., в ко- 
тором он пытается доказать правильность своего метода. Вслед- 
ствие значительных размеров этого доказательства мы не можем 
его здесь воспроизвости. Но из него видно, что Ферма пред- 
ставлял себе Л всегда конечным. Для него представлялось су- 
щественным то обстоятельство, что выражения /(х | #) и 
/(х—#) должны быть оба одновременно либо меньше, либо 
больше, чем /(х)1). 

Таким образом для непрерывных и диференцируемых функ- 
ций метод Ферма дает как раз производные, но у самого Ферма 
представление о них совершенно отсутствует. Однако из каж- 
дого его слоза следует, что он вполне сознавал большое зна- 
чение своего метода. Сохранились также и другие многочислен- 
ные приложения этого метода, сделанные Ферма позднее 2). 


1) См. изданный С. 4е \УМааг@ дополнительный том (т. У) „Оецутез“, 
Раг!з, 1922, стр. 120—125. 

2?) Впрочем, среди поздиейших работ имеется одна; в которой встре- 
чается переход к пределу. См. об этом мою статью в ЛабтезЪег. Осн. 
Ма{.-\ег. 
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ХГУ 


Характеристический треугольник Паскаля. Тригонометрические 
интегралы 


Из ГЕТТВЕ ОЕ А. ОЕТТОМУИЛЕ А МОМУЕХУВ РЕ САЮСАХУ, 
ЕМ ГУУ ЕМУОУАМТ... Уп Тга М6 4ез Зшиз 4и диай 4е Сегае... А 
РАКВ!$, МОСГУШ. Напезчатано (с факсимиле титульного листа) в 
„Оешугез ае В1азе Разса! риЪШ6ез... раг Гоп ВгилзсН\Усо, Реме Воц{- 
тоих её ЕзИх ОСадег, тг. УШ и [Х, Ран$, 1914. 


Предварительное замечание. Имя Амос Деттонвилль 
(Атоз ПеНоп\Ше) — псевдоним, принятый Паскалем в конце 
1658 г., представляет собой анаграмму другого его псевдонима 
Луи де Монтальт (Г.0Шз 4е Моща\е)1), под которым он издал 
в 1656/1657 1. свои знаменитые „Гейгез ргоушаа[ез“. Каркави был 
юристом, поддерживавшим обширные научные связи. В письме, 
собственно говоря, речь идет о решении одной задачи о цик- 
лоиде, выставленной незадолго перед тем Паскалем на соискание 
премии. Но к письму приложено несколько небольших работ, 
относящихся к проблемам инфинитезимальной геометрии; из одной 
такой работы мы приводим несколько отрывков. Хотя Паскаль пер- 
воначально познакомился с неделимыми у Кавальери (см. выше, ч.[\, 
№Х), но после 1654 г. он усвоил из сочинения иезуита А. Таке 
(Тасаие) „СуНпайсогит её АппёаНат ИФ ГУ...“ (Ащуегр/ае, 
МОСГ]) значительно более строгую их концепцию, которую он 
излагает под2обнее в этом же письме („Оеимез“, УШ, стр. 351 
и сл.). Заметим еще, что, по крайней мере, косвенным образом 
Таке был учеником своего товарища по ордену и соотечествен- 
ника Григория из Сент Винцента, в сочинении которого „Ориз 
сеотемсит“ (Ащуеграе, МОСХЕУП) также встречаются заслу- 
живающие внимания интеграции. В свою очередь Григорий был 
знаком с сочинениями по статике фламандца Симона Стевина 
(см. [ часть), которые тот опубликовал первоначально на родном 
языке в 1595 г.?) и ноторые были переведены в 1608 г. (в „Ну- 
ротпетаа тай.“) по-латыни и в 1634 г. (в „Оенугез“) по-фран- 
цузски, благодаря чему приобрели всеобщую известность. Уста- 
новление этнх взаимозависимостей, которые точным образом были 


^ 


1) Эго имя представляет намек на „высокую гору“ Пюи де Дом 
близ Клермона, на которой в 1648 г. Паскаль через посредство своего 
шурина поставил известный опыт с барометром. См., например, В. Е. 
Сег|апа, СезсШсве 4ег Рук, МипсВеп, 1913, стр. 427. 

2) Пе Весшзе!еп ег \!еерйсопз$4+, Бе У\УеезвЧае{ и Пе ВесШазееп 
4ез \ {ег фз; все три вышли по отдельности в Лейдене. 
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раскрыты А. Босманом, важно потому, что Стевин первым, по 
всей вероятности, заменил в своей статике метод косвенного до- 
казательства Архимеда, сочинения которого в большей или мень- 
шей степени изучали тогда, разумеется, все математики, прямым 
методом пределов 1). 


„Оеиугез“, [Х, стр. 60. 
ТРАКТАТ О СИНУСЕ ЧЕТВЕРТИ КРУГА. ДЕММА 


Пусть АВС (фиг. 66) представляет собой четверть круга, 
радиус АВ которого будет служить осью, а перпендикуляр- 
ный к нему радиус АС — основанием. Пусть О будет произ- 
вольной точкой на дуге, и из этой точки пусть будет опущен 
синус ОГ на радиус АС; (проведем) касательную (1а юиспап- 
4+) ОЕ, на которой возьмем произвольным образом точки Р. 

Е В Из точек Е опустим перпендикуляры ЕЮ на 
раднус АС. 

Тогда я утверждаю, что прямоугольник, 
построенный на синусе О/ и касательной ЕЁ, 
равен прямоугольнику, построенному на от- 
резке основания (заключающемся между па- 
раллелями) 2) и на радиусе АВ. 

СИ в А Действительно, радиус АД относится к 
фиг. 66 синусу ОГ, как ЕЁ к АЮ или же к БК. Это 
о явствует из прямоугольных и подобных тре- 
угольников О/А и ЕКЕБ, так как угол БЕК или ЕР равен 
углу ДА/. 


—— 


0 


ТЕОРЕМА | 


Сумма синусов какой-нибудь дуги четверти круга равна 
отрезку основания между крайними синусами, умноженному 
на радиус. 


Три следующие теоремы дают соответствующие значения для 
суммы квадратов, кубов и биквадратов синусов, после чего 
Паскаль говорит: „и так далее до бесконечности“ (а Гайпу). 
Затем следует „подготовление доказательства“, из которого мы 
в пояснение к поиводимому ниже чертежу приведем указание, 


1) См. две статьи А. Босмана о методе бесконечно-малых Стевина 
в „Алп. 50С. 5Чег.“. Вгах 37 (1912) и в „МаШез5“ 37 (1927), затем не- 
большую заметку о Григории из Сент-Винцента в „Апл. $0с. $&еп+.“, 
Вгих. 44, Г (1924) и две статьи о Паскале: одну, представляющую пол- 
робный обзор его деятельности (в 63 стрзницы), „Кеуце 4ез Оицез+. 
$$ ел4{.“ (янв. и апр. 1924) и другую о понятии неделимых у Паскаля 
в „АГСШУЮ 4 Зюпа 4. 5с.“, 4 (1923). 

3) Скобки стоят в оригинале. 


2-0 


что начиная от В до Р, на четверти окружности в точках О 
отложены равные дуги и проведены синусы О/, до последнего 
синуса РО. Точки Е служат точками пересечения касательных, 
проведенных в точках О; затем опущены перпендикуляры ЕЮ. 


Доказательство теоремы | 


Я утверждаю, что сумма синусов ОГ [само собой разу- 
меется, каждого умноженного на одну из равных дуг ОО 
(фиг. 67)]1) равна прямой АО, умноженной на радиус АВ. 

Действительно, если провести во всех точках О касатель- 
ные ОЕ, каждая из которых пересекает соседнюю с ней в 
точке Е, и опустить перпендикуляры ЕЮ, то видно, что каж- 
дый синус О/, умноженный на касатель ‚ую ЕЁ, равен каж- 
дому расстоянию ЮАЮ, умноженному на радиус АВ. Следова- 
тельно, прямоугольники, построенные на синусах 0)Г, каждый 
из которых умножен на свою касательную ЕЕ (которые все 
равны между собою), взятые все вместе (епзешЫе), равны 
взятым вместе прямоугольникам, образован- 
ным из всех отрезков ААЮ и радиуса АВ, т. е. 
(так как одна из касательных ЕЁ служит 


множителем для каждого из синусов и радиус “и 
0 О 
( 


АВ — множителем для каждого из отрезков) ?) 
сумма синусов 0)/, умноженных каждый на 
одну из касательных ЕЁ, равна сумме рас- 
стояний ЮЮ или же АО, умноженному на АВ. ''Я! Я! 
Но каждая касательная ЕЕ равна каждой из Фиг. 67. 
равных дуг 00, Слэдовательно, сумма сину- 

сов, умноженная на одну из малых равных дуг, равна расстоя- 
нию АО, умноженному на радиус. 


Замечание 


Когда я говорю, что все ра:стояния ЮЮ, вмгсте взятые, 
равны АО, а также, что каждая касательчая ЕЕ равна 
каждой из малых дуг Ор, то не следует этому удив- 
ляться, так как достаточно хорошо известно, что хотя 
на деле этого равенства и не существует, если множество 
синусов конечно, но, тем не менее, это равенство суще- 
ствует, если это множеетво неограниченно (1шаенше). Ибо 
тогда сумма всех равных м2жду собою касательных ЕЕ 
отличается от всей дугч ВР или же от сумиы всех рав- 
ных дуг ОО только на величину, меньшую любой заданной 


* Скобки стоят в оригинале. 
я) Скобки стоят в оригинале, 
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величины. То же самое имгет место и для суммы ЮЮ вс-- 
го (отрезка) АО. 


Затем следуют доказательства теорем И, Ш, ГУ. 
Стр. 67. Следствие. 


Из первой теоремы следует, что сумма синусверзусов дуги 
равна избытку, на который дуга превосходит расстояние ме- 
жду крайними синусами, умноженному на радиус. 

Я утверждаю (фиг. 68), что сумма синусверзусов ОХ равна 
избытку, на который дуга ВР превосходит прямую АО, умно- 
женному на АВ. 

`Действительно, синусверзусы — это не что иное, как из- 
бытки, на котсрые радиус превосходит 
прямые синусы. Следовательно, сумма 
синусверзусов 02)Х равна радиусу АВ, 
взятому столько же раз, т. е. радиусу, 
умноженному на все малые равные ду- 
ги ОР, т.е. умноженному на целую 
лугу ВР без суммы прямых синусов 0/ 
или же без прямоугольника из ВА и 
АО. Вследствие этого сумма синусвер- 
С зусов ОХ равна прямоугольнику из ра- 
ф диуса АВ и разности между дугой ВР 
иг. 63. 

и прямой АО. 


Ах Хх В 


Пояснительные замечания. Паскаль объясняет гсе 
сам, и изложение его очень ясно; гоэтому то, что он говорит, 
понятно без дальнейших объяснений. Я укажу здесь только на 
более глубокий смысл и значение этих небольших отрывков. 
Прежде всего, скажем то, что говорит не в пользу Паскаля. 
Паскаль, несмотря на то, что „Геометрия“ Декарта вышла еще 
в 1637г. на его родном языке и в 1649 г. по-латыни (см. Ш 
часть), не научился еще производить алгебраических выкла- 
док. Поэтому он, подобно Архимеду, все выражает словами. 
В этом отношении современнее его даже Ферма, который, как 
известно, еще в значнтельной степени придерживался метода 
древних (см. Ш часть). 

Кроме того, из „Геометрии“ Декарта Паскаль мог бы нз- 
учиться употрэблению индексного обозначения 1Е, 2Е, ЗБ, ко- 
торое также принесло бы пользу его изложению. 

Если мы рассуждения Паскаля переложим на наш язык, то 
прежде всего мы получим равенство: 


О/.ЕЕ = АВ.ЮЮ, 
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или же, вводя координаты и обозначения диференциального иё- 
числения: 
у 4$ = гах. 


В результате интегрирования, которое и выражает собой 
теорема [, мы получим: 


$ х 
|акныи | ах. (1) 
0 


Это, во всяком случае, представляет собой значительное упро- 
шение, ибо интеграл, стоящий слева, много сложнее, чем пра- 
вый, который дает просто гх и, значит, 72, если интегрировать 
в пределах целой четверти. 

Если ввести угол ДАВ —=$, то мы будем иметь: 


у==7с0$ф, $=—7$, = ИЗ ф 


и получим, что 


ф 


$ 
[сов фа (70) = Г а(зтф), 
: 


0 


или же 
$ ф 
с0$ ф @ф —= | ат ф) == Ф. (2) 
0 0 


Путем введения угла ОДА/ можно было бы точно так же 


получить: 
ф 


| $тф а. 


0 


При тех же обозначениях следствие, трактующее о синус- 
верзусах, дает интеграл: 


ф 
(7— 70$ 4) 4 (7$) = (7ф — гп $), 
0 


или же просто 


© 


(1 — созч) Чо — 5100. (3) 


0 


Уже два эти результата весьма интересны, но значение тео- 
рем Паскаля гораздо глубже. Я не могу коснуться всех много- 
численных применений, сделанных самим Наскалем по отноше- 
нию К цилиндрическому отрезку и телам вращения (и их цент- 
рам тяжести), и ограничусь в осповном тем, что можно найти 
в самой четверти круга, хотя бы этого и не было в явном ви- 
де у самого Паскаля, потому ли, что он это опустил созна- 
тельно, или же потому, что это представлялось ему лишь мало- 
важным частным случаем. Но все последующее выдержано вполне 
в духе Паскаля. 

Прежде всего, стоящее под знаком интеграла в левой ча- 
сти (1) выражение представляет собой момент элемента дуги 
относительно оси АС, и, следовательно, сам интеграл — мо- 
мент всей цуги относительно этой оси. Благодаря этому может 
быть вычислен центр тяжести любой дуги окружности. Паскаль 
еще не употреблял термина „момент“. Но вопрос о центре тя- 
жести дуги окружности был решен уже П. Гульдином (@и1Ч) 
в его, известной Паскалю, книге „Ое сепёфо гтауйаНз$“ (МУеппае, 
1634—1641 гг.). Подробнее касаться этого я не стану. 

Если повернуть четверть окружности вокруг оси АС на 90°, 
то ЕЕ (или 00) опишет маленькую полосу, которую можно 
рассматривать как прямоугольник, площадь которого в диферсн- 
циальном обозначении (пренебъегая членами высших порядков) 


1 
равна -э_ ПУ 45. Следовательно, уравнение (1) непосредственно 


дает для повзрхности восьмой части шара величину, равную 


| 
5 п”, и, значит, для поверхности всего шара 47?п. Этот способ 


изложения перешел во многие учебники; Архимеду он еще не был 
известен, ибо в противном случае он, несомненно, заменил бы 
им свои, по меньшей мере, утомительные рассуждения. Паскаль, 
безусловно, должен считаться автором этого метода, хотя он и 
не взял в качестве примера именно шаровую поверхность. Когда 
в 1673 г. Лейбниц, бывший тогда еще совершенно неопытным 
новичком в математике, прочел, по совету Гюйгенса, это письмо 
Паскаля, он моментально понял всз значение вспомогательной 
теоремы и немедленно применил ее для вычисления поверхностей 
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тел вращения общего типа. Правда, как он вскорз убедился, этб 
не представляло собой чего-либо совершенно нового. Но зато 
позднее Лейбниц построил свое диферзнцниальное исчисление на 
треугольнике ЕЕК, вскоре им названном „характеристическим 
треугольником“. В одном письме к Чирнгаузену (Тзепипваиз) от 
1679 г. он сам говорит, что этот первый чертеж Паскаля „осенил 
его лучом нового света“. Впрочем, позднее он применял харак- 
теристический треугольник втом виде, в каком он дан на фиг. 68 1). 

Объем восьмой части шара можно, разумеется, тотчас же 


вычислить, умножив величину четверти круга д "У на ах и 


рассматривая получающийся цилиндрический слой как элемент 
объема шара. Тогда 


‚ 
т ах п ира" -у п) = ПР, 


6 0 


и, значит, объем шара равен 3-ти Это мог сделать еще Ка- 
вальери (см. выше, ч. 1У, № Х). Заметим только, что когда Паскаль 
интегрирует по $, то он делит на равные части (45) дугу ВР, 
а интегрируя по х, делит на равные части (4х) АО. Так как 
Паскаль всегда точно указывает, каковы тг маленькие отрезки, 
на которые он умножает неделимые, то он может систематически 
избегать ошибок, которые легко возникают при непосредствен- 
ном употреблении неделимых (см. выше, стр. 242). 

Далее, Паскаль в точках О повсюду восстанавливает к плоскости 
четверти круга перпендикуляры, каждый из которых равен у. 
Если соединить их концы С (фиг. 69, сходная в основном с 
черт. Паскаля УШ, стр. 372) с соответствующими им точками /, 
то все прямые С/ будут лежать в плоскости, проходящей через 
АС и наклоненной под углом в 45° к основной плоскости; при 
этом прямые ОС образуют цилиндр. Таким образом получается 
так называемый цилиндрический отрезок. Элемент его поверхности 
в нашем обозначении равен у 45, и, следовательно, поверхность 
цилиндрического отрезка представляег собой непосредственную 
интерпретацию уравнения (1), т. е. для находящейся в первой 


1) Об отношении Лейбница к Паскалю см. важную работу Д. Ман- 
ке (0. Мабоке) „Меише ЕтЫ се ш @е ЕтесКипрзрезссЩе 4ег Вб- 
Ве еп Ув", АБН. Ак. \!15$. Веги, Ганга. 1925, Рвуз. та. К1. № 1, 
стр. 37). 
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четверти его части мы получаем просто 2. На фиг. 69 обозна- 
чена также отсекаемая в ранее построенном шаре четверть окруж- 
ности О0/ЁР. Подобная же фигура получзется, разумеется, при 
пересечении любой поверхности врацения, и 


7 б Паскаль доказывает, что поверхности соответ- 

ствующего отрезка и тела вращения относятся, 

„как радиус к четверти окружности“ (УШ, 

стр. 376). Действительно, наш отрезок и 

1 я Г  воеьмая часть шара находятся в отношении 
Фиг. 69. 


ПР: Пп== 2:1. 


Но это же отношение справедливо и для объемов отрезка 
и тела вращения (УШ, стр. 376). Для тела вращения элемент 
объема равен четверти круга О/ЁР, умноженной на 4х, для 
отрезка он равен треугольнику О/С, умноженному на ах. Полу- 
чающиеся при сечении фигуры нодобны при любом положении 
сечения. Для соответству.ощего четверти окружности отрезка мы 
получаем: , 


1 ] 
— — | узах = — г3. 
| нь ах 3’ 


Объем восьмой части шара равен 1|, 7Зп, и, следовательно, 
отношение объемов то же, что у поверхностей, т.е. равно 2:п. 
Интеграл синусверзуса послужил для Лейб- 


ница также стимулом для замечательных обоб- < 

щений, а именно для разложения поверхно- 4 

сти, вместо маленьких трапеций, на малень- Е 0 

кие треугольчики, имеющие общую вершину 2, 

на кривой 1). ре 
Идея Лейбница такова (фиг. 70). Допу- о р 


стим, что нам дан в полукруге АДВ сег- 
мент АДР. Разделим дугу АР на равные 
части (ОО’ == 4$). Соединим все точки Ри 
А, тогда получающийся элементарный тре- 
угольник АДО’ равен произведению осно- 
вания ДО’ на высоту АС (ОС служит каса- 
тельной в 0) и, следовательно, в пределе мы- Фиг. 70. 
слится как продолжение ОЛ’). Но АС равно, 

как легко видеть, АР, и если положить угол АОР равным Ф, 
то АР= г. зшуегз ф =г— с0$$. 


1) ТгорЖе, стр. 35. 
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Следовательно, 


ЛАБЬ = г зтуегз ф а (7$), 


значит, 
.? 


1 | | 
сегмеит ДОР = 5 г? | $1пуегз ф. 40 = 5 ® ($ — $1), 
б 


откуда, при ф==п, тотчас же получается площадь полукруга: 


1 
5. 7"п. 


Каким путем шел Лейбниц далее и как он в конце КОНЦОВ 
выразил площадь круга через бесконечный ряд — об этом рас- 
сказывается в № ХУШ. 

В заключение заметим, что общая теорема, которую Паскаль 
выразил в выпущенных мною теоремах П, 1, ГУ словами „её 
ат: а Гтрпу“, на языке современной математики гласит: 


ф Ф т ф 
[ сов" ф 4 = | сови-1 Ффа(5т) = (Ут — х*)"-1 ах. (4) 
о 0 0 


Доказательство, как это видно уже из преобразований, осу- 
ществляется при помощи метода, который мы теперь назвали бы 
„способом подстановхи“. Совершенно простым примером для 
подтверждения справедливости этого выражения может служить 
п=3 [при п=1 получается формула (2)]. 


ХУ 


Диференцирование и интегрировани? как взаимнообратные 
действия 


Из „ГесНопез деотеёсае; 11 дии$ (ргаезегИт) СепегаЙйа Сигуагит 
Ппеагит бутрютаа 4есагаиг“, Аиботе [5аасо Вашо\... Гоп, ... 
МОСГХХ. 


Предварительное замечание. Как нам уже хорошо 
известно, исчисление бесконечно-малых началось — в противо- 
положность его изложению в новое время!) — с интегрального 
исчисления, именно с определенного интеграла. Так как, начиная 


1) Впрочем, в самое последнее время наблюдается кое-где обратное 
течение. 
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“>, 
« древности и до Х\УЦв., вся математика бесконечно-малых была 
связана © геометрией (или же через посредство геометрии с меха- 
никой), го понятие неопределенного интеграла встречалось лишь 
постольку, поскольку иногда можно было брать пределы инте- 
грала произвольными. В действительности же понятие неопре- 
деленного интеграла выступило на сцену только тогда, когда 
геометрические рассуждения были облачены в алгебраический 
вид. Заслуга этого переоблачения, а вместе с тем и открытия 
„исчисления“ бесконечно-малых принадлежит Г. В. Лейбницу 
и Исааку Ньютону. Так же как Паскаль является подлинным пред- 
шественником Лейбница (см. выше, ч.1\У, № ХГУ), так же — ивеще 
большей степени — Барроу (Вагго\) был предшественником Нью- 
тона. Но у Барроу все основные теоремы вносят еще чисто гео- 
метрический характер, хотя он иногда и применяет аналитический 
метод Декарта (стоящие в заголовке „зутротаа“ — это „уравне- 
ния“ кривых линий). В геометрической форме книга Барроу — 
в противоположность собственному отзыву автора, называющего 
в предисловии свои лекции „Ои1$аиШеп“ (мелочи), едва ли за- 
служивающими опубликования, — содержит полный курс диферен- 
циального и интегрального исчислений для простейших функций. 
Диференцнальное исчисление основывается всецело на характе- 
ристическом треугольнике (см. выше, стр. 265), с которым Барроу 
мог познакомиться у Паскаля (см. предш. номер). Из книги 
Барроу, вышедшей в 1672 и 1674 гг. под новым заголовком, 
мы заимствуем два важнейших отрывка, в которых строго дока- 
зывается взаимнообратный характер диференциального и инте- 
грального исчислений. В подобной форме для случая совершенно 
произвольной кривой эта теорема встречается здесь впервые. 
Для парабол. высших порядков это показал еще Торичелли (уже 
в 1646 г.). Но Торичелли опубликовал только случай обыкно- 
венной параболы в „Орега реошеёса“ в 1644 г. (см. выше, 
№ Х!]) 1). 

Применяемые при вычислениях символы Барроу почти все бе- 
рет из „АгЁншеНсае ш пите!!$ её $р:с1еъиз шзиаЧо, ацае... +оНи$ 
та етаНсае, 4иаз1 с1а\1$ езё“ В. Оутреда (\. Оивииеа) (Лон- 
дон, 1631, позднее часто издавалось под названием „С1ам$ та- 
{Пета#сае“) *). Прежде всего укажем, что знаком пропорции 
служит вместо нашего @:6—с:4 такое выражение: а.б::с.а, 
затем знак | — выражает собой „больше чем“, знак — _|— 


1\ (м. статью Э. Бортолотти (Е. Во{01о{Н) в АтсШ\о 4 $*оНа 4еЙа 
ое пра, 6 (1925), стр. 150. Ореге 4 Е. ТогисеЦ, ей Г.опа-Уаззига Раеп- 
га, 1919, [, 2, стр. 309—316. 

3) Ключ к математике. 
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„меньше чем“, знак ЖХ выражает собой умножение. Хотя Барроу 
хорошо был знаком с „Геометрией“ Декарта, но и он не пере- 
нял ее индексного обозначения (см. выше, стр. 262). 


Стр. 78. Лекция Х. 


ХГ. Допустим, что (СЕ представляет собой какую-либо 
линию с осью УД (фиг. 71)1). Пусть сперва восстановленные 
к последней перпендикуляры (Уй, РС, ОЕ) (пприпиз аррИса- 
{ае регреп@си!агез), начиная от первого У, возрастают ка- 
ким-нибудь образом. Далее, пусть линия И/Р будет такова, 
что всякий раз, когда мы проведем перпендикулярно к ИД 
какую-либо прямую ЕБЕ (пересекающую кривые в точках 
Еи Б, а УД в точке РБ), прямоугольник на ОР и каком- 
либо заданном (отрезке) А будет равен отсекаемой всякий 
раз части площади УДЕЙ. Кроме того, пусть будет 
ОЕ.ОЕ::Ю.ОТ. Тогда, если провести прямую ТЁ, то она 
будет касательной к кривой ИГР. 

Действительно, если налинии У/Р 
взять какую-либо точку /Г (и при- 
том сперва слева от точки Р по 
направлению к начальной точке У) 
и провести через нее прямые — /С, 
параллельную ИХ, и АГ, параллель- 
ную ИД (которые, как видно, мо- 
гут пересекать данные линии), то 
получится, что 


[Е.1К::(БЕ.О1)::БЕ.Ю, 


или же [ЕХЮ=[1КЖОЕ. Но 
(в соответствии с условленными свойствами этих линий) [ЕХ Ю 
равно площади РОЕС. Следовательно, [КЖ РЕ ==РРЕС ``] 
ОРХ ОБ. Из этого вытекает, что [К ``| ОР или [ГК М. 
Теперь возьмем какую-либо точку / справа от точки А, 
а все остальное проделаем, как выше. Тогда путем совершенно 
аналогичных рассуждений можно будет вывести, что [АХ РЕ== 
—=РРОЕС[Г_ОРХ РЕи, следовательно, что [А | ОР или 
же чем /./. Из этого же тотчас следует, что вся прямая ТКЕК 
находится внутри (или же во-вне) кривой У/Р/. 
Если все останется, как раньше, но ординаты (ог4таёае) 
УГ, РО, ОЕ и т. д. будут непрерывно уменьшаться (фиг. 72), 


1) На этом и следующем чертежах исправлены мелкие погрешнс- 
сти оригинала. 
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то подобными же умозаключениями мы придем к тем же 
самым выводам. Единственное различие будет состоять в том, 
что (в противоположность предшествующему) линия И/Ё бу- 
дет обращена к оси ИД своей вогнутостью. 

СлДСТвВИЕ. Заметим, что ОБ Х ОТ равно площади УДЕР. 


Пояснительные замечания. Техст Барроу настолько 
ясен, что врядли он нуждается в каких-нибудь пояснениях. Ра- 
зумеется, следует представлять себе, что ДР слева и справа бе- 
рется чрезвычайно малым. Тогда АЁЕ 
(в пределе совпадающий с //.Р) следует 
рассматривать как характеристический 
треугольник, и проблема касательной 
сводится к определению отношения ма- 
лых приращений РЁ:КГ при переходе 
к пределу. Это, начиная с 81-Й стр., 
Барроу и проделывает алгебраическим 
путем на ряде примеров. Касательная 
будет определена, если найти ордина- 
ту РО подкасательной ОТ Положим, 
что УР=х, РЕ =2, ОЕ =у, Ю —=1, и пусть уравнение кри- 
вой (СЕ будет #=Х(х), тогда всегда будет: 


х 


7 


пл. УДЕХЙ = |} г4х = у. 1 = у. 
0 


Такова предпосылка. При этом ОР (=[[= [К) =ах; РЕ == ау. 
Из этого затем следует, что & 4х = ау (т.е. РЁХ Ю = пл. РОЕДС). 
Кроме того, 0Т.2 — у, и, следовательно, подкасательная 


4 
рТ=у: =. 


Таким образом при помощи интегрирования нижней кривой 


производится диференцирование верхней. Если отбросить геомет- 
№ х 


рическую оболочку, то попросту из уравнения у == |: 4х будет 


а 
следовать уравнение ==. Это и есть привычная для нас за- 
х 


висимость межлу диференцированием и интегри;гованивм. Но 
Барроу не удовлетворяется этим и несколько далее доказываег 
ту же теорему в обратной последовательности. 
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Стр. 90. Лекция ХТ. 


ХГХ. Далее, допустим, что АМВ представляет собой ка- 
кую-либо кривую с осью АД (фиг. 73) и что ВО перпен- 
дикулярна к последней; кроме того, пусть линия КИЁ будет 
такова, что если взять на кривой АВ какую-нибуль точку М 
и провести через нее прямую МГ, касающуюся кривой АВ, и 
затем провести прямую МЕХ параллельно ОВ (которая пере- 
секает линию АЁ в 2, а прямую ДА в РГ) и взять некоторую 
линию Ю то ГР.ЕМ::Ю.ЕЁ. Тогда площадь АДЁК равна 
прямоугольнику на А и ДВ. 

Действительно, допустим, что ОН = Ю, и построим прямо- 
угольник ВОНГ. Затем возьмем на кривой АВ неограниченно 
(шЧеНп!е) малый отрезочек ММ и проведем №С параллельно 
ВО и МЕХ и №05 параллельно АБ. 

Тогда 

М№МО.МО:: ТЕ. ЕМ::Ю.ЕА, 


или же №ОХ Е2Е2 = МО Х Ю, т. е. РОаХ ЕЁ = Е$ Х ЕХ. 
Но так как все прямоугольники РО Ж Е отличаются от пло- 
щади АДО’К сколь угодно мало (т- 
тшё) и все соответствующие прямоуголь- 
ники 85 ЖЕХ образуют прямоугольник 
ОН!В, то утверждение является доста- 
точно ясным. 


Пояснительные замечания. 
Здесь мне приходится сказать еще мень- 
ше, чем выше. Характеристический тре- 
угольник выступает еще более отчетливо. 


2 
ТЕ’ 


Для кривой АМВ сказано, что 


— 
— 


-У 
кр а для кривой КЁ 
всегда 


Фу 
ЯЕ=ё = —^ 
2 ах 

х 


Из этого следует, что ( гах= У. Это в точности то же 
0 
самое, что и выше. При этом вводе видно еще отчетливее, 
чем в первом случае, что речь идет о выводе, исходящем из 
определенного интеграла. Но это обстоятельство весьма за- 
трудняло тогда дело. Если пользоваться, как это делаем мы, 
определением неопределенного интеграла как результата обра- 
щения диференцирования, то теорема становится самоочевидной. 
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ХУ 
Первые напечатанные правила диференцирования 


Из статьи Лейбница „Моуа ше о4из$ рго тахишз её ши\ци $, Цетаце 
{апреп Биз, чиае пес тас4аз, пес игаНопа]ез диап {аз тогаит, её Зпри- 
1аге рго 1$ са1си| репиз рег 0. (. 1.“ „Ас4а егаЙогит аппо МОСЕХХХУ 
риБ!саа. Мрз’ае. Аппо МРОСЕЬЕХХХГУ. Стр. 467—473.— Перепечатано 
в „1.е1Б112еп$ шафетаНзсве ЗсыШеп“, изд. С. [. Чегпагаф 1 АБ\В., Ва. У 
(— Геи епз$ Сез. \етКе, изд. Ц. Н. Рег, 3. Ео]ре; МафетаНнк, 4 т.), 
НаПе 1859, стр. 220—226. Нем. пер. Гергарда Ковалевского (ЦСегпага Ко- 
\а1е\/зК1) в собрании классиков Оствальда, № 162, Терис, 1903, 
стр. 3—11. 

Предварительное замечание. Когда Лейбниц весной 
1673 г. получил в Париже в подарок от Гюйгенса вышедшее 
только что сочинение последнего о часах с маятником „Ного]о?шит 
озсШаюйит“ (РайзИ$, 1673 г.), в котором содержались также важ- 
ные открытия в области инфинитезимальной геометрии, он впер- 
вые заметил, как мало он знает математику, которой до тех 
пор занимался лишь случайно и урывками. Гюйгенс пореко- 
мендовал ему ряд подходящих книг, и в частности сочинения 
Паскаля (см. выше, ч. [/У, № ХУ). Лейбниц тогда впервые про- 
штудировал „Геометрию“ Декарта (см. стр. 262) и глубже по- 
знакомился с геометрией неделимых Кавальери (см. стр. 239 
и сл.). Он многому также научился из сочинений Валлиса 
(\!аШз) 1). В октябре—ноябре 1675 г. он открыл, по крайней 
мере в основных чертах, употребительный ныне метод диферен- 
циального и интегрального исчислений (включительно с их обо- 
значениями). 

Позднее он также познакомился с работами англичан Дж. Грз- 
гори (Стегогу), И. Барроу, а также с кое-какими трудами Ньютона. 
В этих работах он встретил некоторые из своих собственных от- 
крытий. 

На этом фундаменте он строил далее в той мере, в какой 
ему это позволяли его многообразные дипломатические занятия. 
В беседах, в особенности с Чирнгаузеном, некоторые из его 
открытий стали проникать наружу, и, для того чтобы гарантиро- 
вать себя от любителей попользоваться чужим добром, Лейбниц 
в 1684 г. решился на первых порах опубликовать в третьем 
сборнике недавно основанного журнала ученых „Асёа ЕгидЦогит“ 
статью о своем дифергнциальном исчислении („Новый метод на- 
хождения наибольших и наименьших значений и опред?ления 
касательных, не изменяющий в случае дробных или иррациональ- 
ных величин, и специальный способ вычисления к нему“). Впрочем, 


_—_—_—_Ц_ я 
1) Особенио из „Аг4ИтеНса шНпИогит“ (Охопй, 1656). 
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эта статья тах сжата!) и с с1мого начала так изобилует ошиб- 
ками (не тозько типографскими, но и серьезными ошибками, 
допущенными по недосмотру самим Лейбницем), что н> вполне 
посвященный врядли мог в ней что-нибудь понять. Статья вовсе 
не вызвала того интзреса, какого она заслуживала, и в течение 
долгого врэмени почти не обращала на себя внималия. Основным 
в ней было то, что, как уже ухазывается в заголовке, Лейбниц 
при полощи своего метода мог сразу диференцировать дроби и 
корни и что его метод можно было приложить даже и к транс- 
цендентным функциям. Последнее было особенно развито в до- 
полнительной статье 2) „Ое хеоте- а гесоп@Га еЁ а а!131 1141\31- 
ЫПиш ааие  шИп/фогит“ 
(„О более глубокой геомет- 
рии и анализе неделимых и 
бэсконечных величин“), выпу- 
щензой Лейбницем в 1686 г. 
в тех же „Аа Еги4ЦКогит“ 3). 
Для (алгебраических) кри- 
вых, выражающихся целыми 
рациональными функциями 
Л(х, у)=0, умели нахо- 
дить высшие и низшие точ- 
ки, равно как и касательные, 
еще со врзмени Ферма и Де- 
карта (см. ниже, № ХШ). 
Стр. 467. Допустим, 
что нам даны ось АХ и 


ряд кривых УИ, \\, УТ, ——— 
22 (фиг. 74) и их пер- гВ Е 
пендикулярные к оси ор- Фиг. 74. 


динаты (ог4таае) УХ, 

ИХ, УХ, 2Х, которы мы обозначим соответст енно $9, 44, 
у, 2; отсекаемый на оси отрезок (а03с1зза а ахе) мы назо- 
вем х. Пусть УВ, \С, УШО, 2Е будут касательные, пере- 


1) Эта сжатость была не без умысла. В наследии Лъйъмица сохрани- 
лись, по меньшей мере, два наброска, которые были бы много понятнее. 
Один из них перепэчатан К И. Гергардтом в его книге „Н!зюна е+ Опро 
Са1си! ОШегепН..11$ а. @. @. Тефи о сопзсирйа“. Наппоуег, 1846. 

2) АЦа еги4., стр. 292—300. „Ма ЗсыЩел П, 1 (= 5 т.), стр. 226— 
233. Не имеется у Ковалевского. 

3) Здесь он вводит (правда, лишь намеками) интегральное исчисление 
как обращение диференциального исчисления, к чему он пришел из 
других соображений, чем Барроу; его „характеристический треугольник“ 
также был опубликован впервые в этой статье. 


18 Вилейтнер, Хрестоматия, 213 


взятую прямую (отрезок) через 4х, а другой отрезок, отно- 
сящийся к 4х так, как 9 (или @, или у, или 2) относится 
к ХВ (или ХС, или ХР, или ХЕ) 1), мы назовем через 4 (или 
4, или Ау, или 42) или же разностью (4ШегелНа) о (или 0, 
или у, или 2). При этих условиях правила исчисления (са1- 
си!) будут следующими. ( 

Если а прэдставляет собой заданную постоянную величину, 
то аа равно О и аах равно аах. Если’ у равен о (или же 
каждая ордината кривой УТ равна соответствующей ординате 
кривой УИ), то 4у рав. а9 *). Далее, идут сложение и вы- 
читание; если гу щх рав. 9, то 42— уф ю-х, 
или 40 рав. 42г— ау аю--ах. Умножение, ахи рав. 
хао-- ч4ах или же, если положить у рав. хо, то 4у рав. 
х4о-—-эах. Можно по произволу пользоваться либо формулой 
с хо или же для краткости с одной буквой, как, например, у. 
Заметим, что в этом исчислении с х и ах обращаются так же, 
как с уи 4у или же с какой-либо иной неопределенной 
буквой и ее диференциалом (сит зиа Ч НегепНа!])... Далее идет 


секающие ось в точках В, С, Б, Е. Обозначим произвольное 
® р 

дгление, а— или же (сли положить 2 рав. У) 42 рав. 

| У У 


-Ноду-Е уа9 3) 


УУ 
Стр. 469. Степени (РоепНае): 4х“ —= аха-1 4х, например 
1 — а ах 1 
4х3 = Зх?ах; 4 аа, например, если =-3, то 
— За 
аи =— ее . 
х 


з. 


+) Здесь в оргинале стоит В (или УС, или УР, или 2Е)!! Эги ошиб- 
ки исправлены уже у Гергардта. Однако Гергардт не вполне правильно 
передал индексные обозначения чертежа, восходящие к декартовой 
„Геометрии“ (1637). 

2) Я не имею намерения следовать за удручающим типографским 
набором оргинала. но, не повторяя ошибок его, я вместе с тем во всех 
деталях строго держусь его. Замечу, например, что хотя Лейбниц в даль- 
нейшем часто пользовался знаком равенства, в данном тексте он еще 
охотно пишет на старый манер „аедиа!$“ и „аеди.“. 

3) Двойственность знаков объясняется у Лейбница тем, что у него 
не существует на оси х-ов положительного направления, или же, как 
можно еще сказать, тем, что он все подкасательные, будут ли они на- 
правлены вверх или вниз, считает положительными. Позтому он в даль- 
не шем вынужден более подробно разобрать вопрос о знаках. 
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_@у. 
2Иу’ 


в этом случае а [рав10о] 1 и В [равно] 2, а значит, 


_ а , 
Корни: а ь. ха—— ах м х4-6 | отсюда 4 у = ибо 
ф 


, 4х” ха-® равно И но У- то те самос, как это 

с"едует из природы показателей геометрической прогрессии, 
Я 1 __ — ах 1) 

р” ха Ьр ха-ь | 

Впрочем, достаточно одного правила для целочисленных 
степеней, чтобы определить как дроби, так и корни. Ибо 
степень бывает дробью, если показатель степени отрицатель- 
ный, и она обращается в корень, если показатель степени 
дробный... ?). 

Если научиться, если можно так выразиться, алгорифму 
этого исчисления, которое я называю диференциальным 3), 
то все прочие диференциальные уравнения, (аедцаНопез ай- 
[егепа!ез) могут быть решены при помощи общего способа, и 
можно будет находить максимумы и минимумы, так же как 
и касательные, не избавляясь от дробей или иррационально- 
стей или других выражений (аЙ!а уУпси]а) 4), как это прихо- 
дилось делать, пользуясь известными доныне методами 5). 

Доказательство всего этого будет легким для знакомого 
с этими вещами, если он только примет во внимание то не- 
достаточно еще оцененное обстсятельство, что ах, ау, @9, 


2, 1 
что и у’ а г — равен ` 


+) В оригинале это выражение совершенно неверно. Несколько мел- 
ких ошибок оригината у нас здесь просто исправлены. Но в то время 
эти ошибки должны были повлечь за собой непонимание текста. 

2) Лейбниц и далее подчеркивает всю важность этой общей концеп- 
ци: степени, которая хотя и не была тогда вполне новой (также и в сис- 
теме записи), но все же для большинства являлась созершенно чуждой 
и непривычной. 

3) Таким образом „Са1си!из ЧШегепЧа!5“ — это дяфезенциальное 
исчисление. Обратное исчисление Лейбниц в полном соотгетствии с его 
происхождением первоначально называл „са1си1и$ зиттаю $“, но, после 
того как братья Бернулли ввели в 1691 г. слово „ИМеста]е“ (целое, пред- 
ставляемое как бы составленным из частиц), он после недолгих перего- 
воров сам стал пользоваться этим выражением. 

4) Упси!ат, собственно говоря, называется черта знака извлечения 
корня, которую Декарт ввел для объединения подкоренных количеств. 
Здесь Л.Йбниц подразумевает выражения, стоящие в скобках. Это и 
есть другие „УтсШа“. Он даже употребляет вместо скобок черту рз- 
ликала. У Ковалевского на стр. 6, строка 6 снизу, и на стр. 8, строка 
7 снизу, перевод совершенно невозможный. 

5) В силу отсутствия каких-либо публикаций Лейбниц не мог еще 
зпать того, что Ньютон уже давно достиг тех же результатов. 


18* ‚ 215 


аи, 42 следует считать соответственно пропорциональными 
разностям или же мгновенным приращепиям или уменьшениям 
[псгешеща и Оесгетеп'а].х, у, 9, ®, г. Поэтому для каждого 
данного равенства можно написать (соответствующее} диферен- 
циальное равенство... 

(470)... Очевидно, что наш метод распространяется и при- 
том самым общим образом также и на трансцендентные линии, 
которые не сводятся к алгебраическим уравнениям (Сасиит 
а1оебга1сит) или же не имеют никакой определенной степени..., 
если только всегда твердо придерживаться того, что найти 
касательную — это значит провести прямую, соединяющую две 
точки кривой, расстояние между которыми бесконечно мало, 
или же [провести] продолженную сторону бесконечно-уголь- 
ного многоугольника, который для нас равнозначащ данной 
кривой. 


Пояснительные замечания. Мы видим здесь, что (4х, 
„разность“, или же „диференциал“ абсциссы, равно некоторому 
данному конечному отрезку; точно так же и Ау и другие дифе- 
ренциалы суть конечные отрезки. 4х представляет собой не 
что иное, как „единицу“ Паскаля (см. выше, стр. 265), которую 
нужно мыслить произвольно малой. Впрочем, Лейбниц, подобно 
Архимеду, ничего не говорит об этом (см. выше, стр. 201). Суть 
дела заключается в том, что определенные, таким образом, ди- 
ференциалы принимаются пропорциональными „мгновенным при- 
ращениям“, возникающим при переходе от одной точки кривой 
К „бесконечно близкой соседней“. Позднее Лейбниц и его по- 
следователи стали обозначать через 4х, 4у и т. д. самые эти 
приращения. Это вызвало уже тогда, а затем и позднее, ряд не 
всегда справедливых упреков по их адресу. Действительно, то, о 
чем думал Лейбниц (а также и, в другой форме, Ньютон; см. ниже, 
ч. ГУ, № ХУП), есть то же самое, о чем думаем мы, совершая 
переход к пределу. Нужно было только найти более точный 
способ для выражения этого нового по сравнению с концепциями 
древних представления и, кроме того, нужно было сперва при- 
выкнуть к правомерности перехода к пределу. Мы видели, что 
уже Ферма сознательно отбросил косвенные доказательства древ- 
них, как нечто, что можно было бы всегда присоединить, и 
Лейбниц, каким бы философским спекуляциям он ни предавался 
в своем учении о монадах, всегда помнил, что он является про- 
должателем идей Архимеда. 

Как на один из важных моментов своего открытия, Лейбниц 
в одном выпущенном здесь отрывке указывает на введение 
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величины (у. Предшественники его при определении касательных 
рассматривали всегда тол: ко подкасательные (здесь, например, 
ОХ), а не диференциал 4у, пред тавляющий собой четвертую 
пропорциональную к ОХ, у, 4х. Действительно, ОХ: у = ах:ау, 


или же У. (см. выше, стр. 270). Это был второй важный 
ах ОХ 

результат, полученный Лейбницем из „характеристического тре- 

угольника“ (первый — см. выше, стр. 266). В приведенном выше 

изложении это не выражено явным образом, ибо производные 

еще отсутствуют и характеристический треугольник совершенно 


не изображен на чертеже. 


ХУП 


Бесконечные ряды для арксинуса, синуса и косинуса 


Из трактата Исаака Ньютона „Ое Апа!у${ рег аедиаНопе$ питего 
{егийпогит 1иЯпЦаз“. Впервье отпечатано в виде книжки под названием 
„Ала!уз1$ рег диап Чафит зепез, Пих опез, ас ЧШегелНаз: сит епитегаНопе 
{пеагит фе ог@111$. Гопаш: Ех Опа Реагзотшапа, Аппо, МОССХ[", 
стр. 1—21. Издателем этого сборника работ и писем Ньютона был, как 
это следует из подписи под предисловием, В. Джонс (Зюпез). Существует 
второе издание этой книги, вышедшее в 1723 г. в Амстердаме. Более 
доступен этот трактат в „[заас1 Мемю1 е4и!.15 аигаН, Оризси]а таета- 
Нса, рЫЙозорЫса её рЫ|о1об1са. СоПес И раг—Итдие 1аНпе уе ас геселзий 
Тон. СазШолеи$ ]и1зсопзиНиз“. Тотиз ргипиз. Солёлеп$ Машетайса... 
Гаизаппае еф Селеуае.., МОССХЫУ. стр. 1—28. Английский перевод 
сделан Джоном Стюартом (З{е\ма{), Лондон, 1745 г. 


Предварительное замечание. Этот „Анализ посред- 
ством уравнений, число членов которых бесконечно“ предста- 
вляет собой первое сочинение Ныютона по исчислению беско- 
нечно-малых. Оно было написано около 1666 г. Но (подобно 
всем чисто математическим сочинениям Ньютона) издано оно 
было значительно позднее его составления. Правда, это сочинение 
было уже в 1669 г. передано на хранение к Коллинсу (СоШпз), 
у которого его можно видеть, а в 1685 г. Валлис включил 
основное его содержание в свою изданную на английском языке 
„Алгебру“ (по-лат. в „Орега“, том П, Оксфорд, 1693 г. в гл. 95}. 

В этом первом своем труде, содержащем все зародыши 
позднейших работ, Ньютон выявляет себя, с одной стороны, как 
ученика Барроу (см. ч. 1У, № ХУ), с другой же стороны, книга 
свидетельствует о том, что он многому научился из „АтЁтейса 
пНойогит“ (ОхопИи, 1656) Валлиса. Но он оставляет обоих этих 
ученых далеко позади себя. Если Барроу был еще чистым гео- 
метром, случайно лишь псльзовавшимся декартовыми формами 
уравнений, то Валлис (по крайней мере, в 1656 г) был еще 
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г 
чистым арифметиком, нашедшим большое число пределов (интегра- 


лов) посредством искусных числовых интерполяций. В противо- 
положность им обоим Ньютон является, в первою очередь, алге- 
‘браистом. Поэтому его результаты с самого же начала обладают мак- 
симальной общностью. Теорема об обращении (см. ч. [У, № ХУ), 
у Барроу, представлявшая собой изолированную теорему, превра- 
щается у Ньютона в метод, а интерполяторская находчивость 
Валлиса приводит его к применению деления и извлечения корней 
к таким выражениям, для которых эти действия невозможны без 
остатка, в результате чего и возникли „уравнения с бесконечным 
числом членов“, или же, как мы выражаемся, „бесконечные ряды“. 
Эти ряды как функции х он приравнивал у (или 2), так что 
они представляли для него кривые. Площади этих кривых он 
определял путем почленного интегрирования рядов. Впервые этот 
метод был опубликован в „СогагИитоесьфа“ (Лондон, 1668 г.) 
Ник. Меркатором (Мегсаюг), у которого он, однако, встречается 
в значительно более несовершенном виде и притом лишь в при- 
менении к одному примеру; он применен также в одном примере 
из трактата лорда Броункера (ВгоипсКег), напечатанного в „РЫ 
1озорШса! ТгапзасНоп$ о? Ше ЮКоуа! Зоеу о! Гоп4оп“. Однако 
и этот метод и замечательные приложения его Ньютоном произ- 
вели столь же незначительное впечатление, как и диференциальное 

исчисление Лейбница (см. выше, 

стр. 273). Для Лейбница, который 


[. 
0 
Н7б узнал о нем в 1676 г. из писем 
к нему и мог познакомиться с 
работой осенью того же года, 
Т последняя, разумеется, представ- 
4 Е 


ляла большой интерес, но он тем 
Фиг. 75. временем сам уже пришел к ос- 
новным результам (а также к об- 
Щему способу разложения в ряды) другим путем 1). 


Стр. 19 
ОпРЕДЕЛИТЬ ДЛИНЫ КРИВЫХ 


Д.пустим (фиг. 75), что АРГЕ представляет собой окруж- 
ность, у которой требуется определить длину дуги АД. 


1) В дальнейшей передаче я, по обыкновению, придерживаюсь ориги - 
нала, но, разумеется, я не могу ручаться, что сам Ныотон в 1665 г. писал 
в. точности так (ибо о рукописях Ньютона изгсестно мало достоверного ). 
Но вовсе не исключена возможность, что дело как раз так и обстояло. 
Сказанное относигся также к совершенно общим отрицательным и лроб- 
ным буквенным показателям, встречающимся в других частях трактата 
(см. выше, стр. 275, примечание 2), 
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Если провести касательную ОНТ и построить неограниченно 
(114еНай6) малый прямоугольник НОВК и положить АЕ = 1 == 
—2АС, то, так же как ВК или СН, момент (тотещит) 
основания АВ\(х), относится к НО, моменту дуги АД, так 


:: ВГ:ОГ: ‘Во(Их—хх):ЬС (1): (ВК): —— (ОН). 
И х— хх 
| Их— хх р 
Поэтому ———— или же ———_, представляет собой 
Их—хх Эх — 2 хХ 


момент дуги АО. В приведенном виде1) это даст: 


тт 33 658 35 71 63? 
—__ 2 _—__ 2 _— у2 4-2 42 _ 2 
ох ах" Нувх” ТР зах” Е э56* ТР Ба ?ИТ. д. 


Поэтому, согласно второму правилу 2), длина дуги АО равна: 
Ц 35 5 7 35 3 633 П 
а а 3х? 

РТ Тиз” Рива” Тб” итд, 


1 


1 3 5 
2 — м ЖЗ 
или же х?, умноженному на 1-- 6 “то х —- п2* —- 


35 63 - 
^^ 4-4 ^^ 45 
- п55\ 2816 ит.д. 


Таким же образом можно найти, приняв СВ равным х, а 
1 
радиус СА положив равным 1, что дуга [О равна хт-в 


3 5 о 
16% -- пах! ит. д. 

Следует при этом заметить, что единица, принятая за мо- 
мент, представляет собойоверхность, когда речь идет о теле, 
линию, когда о поверхности, и точку, когда о линии (как 
в этом примере). 

Я не боюсь говорить о точечной единице (4е иппае 1п рип- 
сНз), т. е. о бесконечно (1НпЦе) малой линии, ибо гзометры, 
еще при употреблении метода неделимых, имели в виду лишь 
(геометрические) отношения 3). 

Из этого можно извлечь следствия, относящиеся к поверх- 
ностям и объемам тел, а также к центрам тяжести. 


1) То-есть если извлечь квадратный корень и разделить на2х — хх. 
2) То-есть интегрируя почленно. 
3) Это, очевидно, представляет собой ссылку на Эзклида, У, опреде- 


децие 4 (см. выше, стр. 186), 
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Стр. 22. 


НАХОЖДЕНИЕ ОСНОВАНИЯ ПО ДАННОЙ ДЛИНе 
КРИВОЙ 


Если (фиг. 76, требуется найти по данной дуге а) си- 


С ну4 АВ, то из вышенайденного уравнения 


в РИ 1 3 5 9 
2 т ТР и т. д. (где 


положено АВ =х, ар =2и Аяд=—1) путем из- 
1 
влечения корня 1) получится х = 2 — в 23 -|- 


А в 29 1 1 1 
ПР. НИИ ЛИ ИИ 
Фиг. 76. + 120° —`5040* -- 365 880 


Кроме того, если требуется найти по той же данной дуге 


косинус АВ, то нужно взять В (=И1— хх) =1— > 22 


ИИ ИИ 210 
24 720 40 320 3 628 800 
Пояснительные замечания. В этих двух связанных 
между собой небольших отрывках заключается столь многое из 
исчисления бесконечно-малых, что я, дабы не занять слишком 
много места, должен ограничиться очень краткими замечаниями. 
Прежде всего, я не имею места для произведения тех выкладок, 
которые и Ньютон предоставляет сделать читателю. Мы видим, 
что он (так же, между прочим, как и Лейбниц) немедденно понял, 
что интегрирование дает не только площади (квадратуры), но — 
совершенно общим образом — и длины кривых (спрямление), для 
которых он приводит только что расбмотренный пример, и поверх- 
ности тел (компланацию), и всякого рода центры тяжести. Это 
видно из последнего замечания первого отрывка. В основном 
Ньютон исходит из того же „характеристического треугольника“, 
который мы встретили у Паскаля и который вновь попался нам 
у Барроу (см. выше, ч. 1\, № ХГУ). Он дополняет чертеж (по суще- 
ству, без необходимости) подкасательной, встречаю'цейся у Барроу. 
Моментом (тошешит) Ньютон называет то, что Лейбниц 
назвал диференциалом (см. выше, стр. 276), и он определенно и 
„без боязни“ говорит, что этот момент представляет собой бэс- 
конечно малый отрезок или же „точку“. Таким образом мы 
оказываемся снова в центре т, удной проблемы „линий-атомов“ 


23 ит. д. 


И Те Д. 


1) Это здесь означает „ре! ение уравн: ния“ отио‹ и:ельно х, при 
данном 2. 
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(см. ч. [У, № Г\), и Ньютон стоит здесь на точке зрения Ксено- 
крата. Разумеется, это тотчас же открыло уязвимые пункты для на- 
падок со стороны философов. После того как Ньютон увидел, 
что диференциалы Лейбница подверглись подобным нападкам, он 
стал осторожнее и в трактате „О квадратуре кривых“, напеча- 
танном впервые в 1704 г. в качестве приложения к „Оптике“ 
он начинает прямо с объяснения, что он рассматривает матема- 
тические величины не как составленные из крайне малых частей, 
а как порождаемые непрерывным движением. Однако, по существу, 
и у Ньютона речь идет, как мы это уже подчеркивали при 
разборе Лейбница, не о чем ином, как о п.реходе к пределу, для 
которого только не была еще найдена логически безупречная 
форма. Ньютон, как это первоначально делал и Лейбниц, при- 
нимал момент равным 1 до тех пор, пока не заметил недостатка 
этого способа. 

Если записать весь вывод в современных обозначениях, то, 
положив еще ВО равным у, имеем НО =4х, СО ==ау, НО == 4$, 
а уравнение окружности, если на“ало коортинат находится в А, 
будет у’ = х —х?. Тогда 


1 
5: — —: 
5:ах о :, 


слеловательно; 


ах ПТ 
у В та }. (1) 


. 1 3 
— А? ( + «ое... (2) 


Хх 
ас АД = $ = -— р 
Их— х? 

0 


Если же взять начало координат в С, так что СВ =хи 
Ср —1 (все это см. на фиг. 75), то уравнение окружности 
будет у? =1 — 2 и 


ах 1 3 5 
— ож 4 56 
Ут РТТ ХТ... ® 
Ах 
и дуга пая Чет 3 Раб +. 
— ^^? 


Это легко прив:сти в соответствие с обозначениями на фиг. 76. 
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За этим следует так называемое „обращение ряда“. Ньютон 
обрывает ряд и, например, берет 


1 3 
5=АРЬАЩх. (5) 


Отсюда он определяет х при помощи названного по его 
имени способа приближенного вычисления коряей (см. ч. [, 
№ ХХИ), который также изложен в рассматриваемой работе. 
Он приводит также пример обращения ряда, но только один 
и притом очень кратко. В нашем случае следовало бы посту- 
пить так. Положим в (5): 


х=$- р. 


Тогда мы получим: 
1 и 
О=р--  (5* - 35р Н.Н -...). (0) 


Если представить себе, что (5) разложено в ряд для очень 
малого х, то и $, а значит, и р, также будут очень малы. Тогда 
в уравнении (6) следует взять только члены, содержащие низшие 
степени $ и р, пренебрегая членами с высшими степенями. 
Однако в этом случае узнать, каковы именно эти члены, отнюдь 
не так просто, как в случае уравнений с постоянными коэфи- 
циентами. Ньютон здесь не рассматривает ближе этого трудного 
вопроса, он это делает только в письме от 1676 г. и в. поздней- 
ших сочинениях. Это как раз тот метод, который привел к так 
называем ому „параллелограму Ньютона“. Я не могу сейчас за- 
пяться им подробнее 1) и коротко замечу лишь следующее. Так 
как р следует положить равным некоторой степени $, то сперва 
пробуют р=45?. Но это дает А —=0. Затем берут р== В$3. 


1 
Тогда двумя низшими членами уравнения (6) будут ри -5 (все 


1 
остальные имеют высшие степени, 5), и мы получаем В-- в =0 


ИЛИ в=— т, т, е. 


х=— 9, 


1) См. работу автора „А1ребга‘зспе Кигуеп“, Г т. (Запии. ОбзсНеп? 
№ 435), Вега 594, стр. 104 и сл. 
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Далее, положим: 
1 
р=— — 6 53 -- 9, 


что дает для уравнения (6): 


ПИ 3 
оч (2+ ) +06" ИО, 


все отброшенные члены имеют высшие степени. 
Поэтому нужно взять: 


=== 88 — —_ 568 = 55, (8) 


= — 5855 —... (9) 


Если желательно пойти еще дальше, то к уравнению (5) нужно 
присоединить еще член, содержащий л”, затем подставить его в 
продолженное уравнение (7); в результате мы получим в (9) еще 
один член. Ньютон, благодаря остроумным комбинациям, мог 
также получить сразу несколько членов. В каждом отдельном 
случае легко заметить, насколько далеко нужно итти, ‘для того 
чтобы обращение было верно с точностью до какого-либо члена. 
Общего правила здесь не имеется. 

Однако Ньютон сам заметил, что коэфициенты следуют не- 
которому определенному закону (что, разумеется, представляет 
собой неполную индукцию), и мы, действительно, получаем ряды: 


, Хх 
исзшх = Г-° ав 2+. -. (10) 


Н 


т 
Яй Хх =х — таз” ТР таза —... (11) 


Далее, Ньютон возводит ряд (11) в квадрат, гычитает ре- 
зультат из 1 и затем извлекает квадратный корень. Мы вместе 
с Ньютоном предоставим произвести соответствующие выкладки 
читателю. В результате получается ряд: 


1 
с0$х== 1 уд? +1 3. туз” - (12) 


`° Мы теперь, правда, знаем, что производить подобные действия 
(умножение, ‘деление, извлечение корня, почленное интегрирова- 
ние) безо всяких околичностей над бесконечными рялами нельзя. 
Но для степенных рядов, о которых здесь идет речь, и поскольку |х| 
достаточно мало, все это справедливо. Вряд ли можно требовать 
от Ньютона, вступившего в совершенно новую область, чтобы 
он мог сразу точно обозреть все представляющиеся возможности. 
Однако Ньютон ни в коем случае не был непредусмотрительным. 
В каждом отдельном случае он знал, что суме.т в любое время 
доказать, что вычисление справедливо с точностью до такогс-то 
и такого-то члена. В ‘конце трактата он даже доказывает, что 
ряды, полученные им путем решения уравнен;Й (или обращения 
рядов), как мы бы сказали коротко, „сходятся“, т. е. что, как 
он выражается сам, „чем далее будут они продолжены, тем ближе 
они при достаточно малом х приближаются к истине, так что 
разность (р, 4, Г ит. д.) в конце кснцов становится меньшей 
сколь угодно малой величины (ап4ет вуа42 пушог диамз ааа 
диаг И.а:е)“. Это доказательство он основывает на теореме Эвклида 
Х, 1, т. е. на аксиоме Архимеда (см. выше, ч. ПУ, № 1. 
Ньютон не пытался, однако, в отдельных случаях на деле уста- 
новить области сходимости. 


ХУШ 


„Арифметическая квадратура“ круга 


Из одного недатированного и не снабжсенного адресом (французского) 
письма Г. В. Лейбница. Письмо это, вероятго, было отправлено аббату 
Галлуа (Са!10:5) и написано в конце 1673 г. или начале 1674 г. Оно было 
предназначено к опубликованию в „Лопгпа! 4ез $‹ауап$“, издание ко- 
торого, однако, прекратилось. Вследствие этого ‘оно было гпервые 
опубликовано по руьописи К. И. Гергардтом. С». „Гефтзеп$ Оезат- 
ше{е \"ег::е“, Нор. уоп С. Н. Рецх, 3. Ео|бе, МафетаНК, 5 т. (—= „Г.еи1- 
2еп$ Ма. ЭспЦеп, Нее. уоп С. 1. бета:а+“, 2. АЫЕ., т. 1, На|е, 1853, 
ср. 88—92). 


Предварительное замечание. Под „арифметической 
квадратурой“ кривой Лейбниц подразумевал определение площади 
посредством рациональных чисел, Что, разумеется, оказалось 
возможным даже для круга только при посредстве бесконечных 
рядов. Лейбниц сам рассказывает, каким образом сн пришел 
к идее разложения в ряд. Он, вообще, всегда стремился (в про- 
тивоположность мнсгим ученым всех времен) ясно изложить ге- 
незис своих идей. Как видно из дальнейшего, основные мысли 
были “им установлены уже в 1673 г., но вместе с ростом сго 
математических познаний работа разрасталась, и приготовленная 
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в 1675 г. к печати рукопись (ори‹:ипал к торой, повидимому, 
пропал) не ‘Узидела света, ибо вскоре она оказалась устаревшей. 
Существует, однако, целый ряд более коротких изложений, частью 
тогдл же опубликованных, частью же впервые опубликованных по 
бумагам Лейбница Гергардтом (там же, стр. 88 —132). Лейбниц 
примэнил свой мэтод ко всем коническим сечениям, а также и 
к другим кривым, и повзрхностям. Нижеслзлующий отрывок 
представляется нам нлиболее подходящим для наших целей. 


Стр. 88... Аоифметическая квадратура круга и е? частей 
может быть сформулирована в виде слелуюцей теоремы. Если 
принять радиус круга за единицу и ВС, тангенс (1а фапоеще) 
ВО половины дуги ВОЕ (фиг 77), положить равчым 6, то 
65 _ 61 9 ри 
величина дуги равна — = 5 7тТэ-п 
Если же дуга  прелелена, то легко вычислить площади; 
дополнение к этой теореме гласит, чго если принять диаметр 
и его квадрат равч ями 1, то площлдь круга равла 


1 1 1 1 1 1 
Тов Ро иитА 


и т. д. 


Стр. 89.°. Для этого я воспользовался следующей вспо- 
могательной теоремой. Если провэсти через вершины тре- 
угольника ВЕЁЕ три параллели ВС, 
ОБ, НЕ и продолжить одну из сто- 
рон ЕЁ до пересечения с одной из 
параллелей в точке С, то прямо- 
угольник, построенный на ВС, от- 
резке, расположенном между точкой 
пересечения С и вершиной В, через 
которую проходит эта параллель, и 
на СН, расстоянии между двумя 
другими параллелями (90) СЕ и НЕ, 
т. е. прямоугольник РСН (если ВСН 
перпендикулярно к ВС, а СР равно 
и параллельно ВО), будет вдвое 
больше трзугольника ВЕР. Точно 
так же, если НО равно ВМ, то 
прямоугольннк ОНУ равен удвоен- Фиг. 77. 
ному треугольнику ВЕРЕ. Если эти 
основания ЕР, ЕЁ и т. д. бесконечно малы, так что они 
[вместе с расположенными над ними треугольниками ЕВЕ, 
ЕВ] заполняют всю плошадь ЕВ ((Ё)) [РЕ до кривой ЕЕ((Е)} 
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и если также СН и НМ ит. д. бесконечно малы, так чтб 
прямоугольники РОН и ОНМ ит. д. заполняют всю пло- 
щадь РО ((()) ((Р)) ОР до кривой РО ((Р)), то вся эта [пос- 
лодняя] площадь вдвое больше другой площади. И так как 
ЕЕС, [ЕМ, ((Е)) ((С)) суть каслтельные к первой кривой, то 
тесрему в общем виде можно высказать так:... [после уста- 
новления общей теоремы следует сперва применение ее к 
параболам и гиперболам общего вида с уравнениями 
ха? [ |1) у2+9 и ху? [| д2+9 (91), а затем применечие 
к циклоиде]. 

Третьим приложением язляется арифметическая квадратура 
круга. Если кривая Е(ЁЕ) ((Е)} представляет собой дугу 
окружности, то кривая отрезков [концов отрезков на парат- 
лелях СР, НО ит. д.], т. е. ВР(Е) ((Р)) в том случае, если 
ВО или СР назвать х, а ВС или ЦР назвать 2, выразится 


2422 


по отношению к прямому углу ЮВС уравнением 2 Г] х; 
а - 


т. е., как это легко доказать, отношение АВ к ВТ равно 
удвоенному отношению АС к ВС ?). 

Из этого, во-первых, следует, что тот, кго найлет пра- 
вило для определения сокращенным способом суммы след, ю- 
щего конечного ряда (гапе) рациональных чисел 


2,1 8) или 2 2,4 ЛИ 8 2,9 ЛИ 18 2,16 
1-2 3’ 1-4 5’ 1-9 10’ 1-16 
9 
ИЛИ 17 и Т. д., не складывая их одно за другим, тот найд т 
квадратуру круга, ибо этот ряд (ргортеззюй) представляет 
собой ряд ординат СР фигуры ВСРВ, квадратура которой 
дает квадратуру круга. Но пока это еще не арифметическая 


квадратура. Для того чтобы получить ее, нужно будет вос- 
пользоваться прекрасным методом Николая Меркаторя, согласно 
и у 


4) Лейбниц вскоре заменил этот введенный им самим знлк равеп- 
ства знаком Рекорда „=“. 

?) Это дополнение предназпачено для приверженцев старой формы 
выражения через пропорции, для которых уравнения еще не были при- 
вычны. 

3) Уже давно было принято выражения вроде 2а писать, не обозна- 
чая ссециально действия умножения. Но с двумя арифметическими чис- 
лами так не поступали, и поэтому Лейбниц ставит здесь запятую, которую 
он позднее заменил точкой. Таким образом первоначально точка слу- 
жила только разделительным знаком, в качестве какового она применя- 
лась иногда и ранее. 
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рн 23 
КОТОорОМУ. так как 4 равно единице и — равно ——— 
р у, р о Р 1-+ 22’ 


х 
же => 7) равно 22 — 2* - 26 —23 и т. д. до бесконечности. 


это 


‹ 


х 2 4 
А сумма всех > Равна сумме всех 22 —2* ит. д. Но пер- 


вый из всех 2 бесконечно мал, а последний имеет некоторую 
определенную длину, именно ВС, которую мы назовем 6; 


р 
следоватольно, сумма всех 2? равна Е (92), сумма всех 24 
5 
равна 5 ит. д. (согласно квадратуре парабол), и. значит, 
< 


х 
сумма всех °, или же половина площади ВСРВ, или же 
разность полевины прямоугольника СВО и кругового сег- 
3 65 067 6 
5 Т7 9 
(в результате довольно простого рассуждения [зийе] из обык- 


мента ВЕВ, ‚равна и т. д. Следовательно 


р 203 
новенной геометрии), половина дуги ВОЕ равна 7-3 -- 
55° 61 
5 тит. д, если только положить радиус рав: ым 1, 
а ВС тангенс (1а юисваще) половины дуги обозначить че- 


рез 2. Что и требовалось доказать... 


Пояснительные замечания. После того простого 
вывода рядов, с которым мы познакомились у Ньютона (см. ч. [\, 
№ ХУП]), это столь длинное рассуждение Лейбница, вероятно, 
изумит читателя. Ньютон и его друзья, как, например, Дж. 
Грегори, скоро сумели, конечно, найти флюксию для агс{, 


равную, как известно, просто При этом полутался ряд 


1 

1-х? ` 
а (агс 4 х 
Ч (ас х) 5 м6... 
ах 
‹И путем почленного интегрирования находилось, что 
хз х5 х1 

агс © х —х — — — — — ... 
5 ттт 


Так поступают и ныне, и немногим позднее к этому пришел 
и Лейбниц, в 1673 г. бывший только новичком. Если в ряде 


1) Здесь и в дальнейшем Лейбниц забыл про множитель о, а Гер- 


гард этого не заметил. Я внес повсюду соответствующие поправки. 
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| 


Аля агс № положить х==1, то асю х = р", имы получим зна- 


менитый ряд Лейбница: 


4 


1 1 
тэ 


5 


Но именно потому, что Лейбниц не мог еще пойти более 
простой дорогой, особенно поразительно, что он добился наз- 
ванного результата, значение которого он хорошо понимал. 
Открытие Лейбница вызвало должное восхищение у Гюйгенса и 
даже у Ньютона, который к этому времени зашел уже значи- 
тельно дальше в области исчисления бесконечно-малых. Дейст- 
вительно, даже английские м.тематики не пришли к мысли по- 
пожить х =1, хотя ряд для агс4 и не был уже им незнаком. 

Что касается собственных рассуждений Лейбница, то прежде 
всего у него речь илет о произвольной кривой ВЕР. СЁ нужно 
представлять себе как продолжение ЕР. Если, далее, провести 
ВВ' | ЕС и ЕЁЕ' | НЕ'), то ЛАВВ'Сс ЛЕЕ'Е и, следовз- 
гельно, ВВ’':ВС=ЕЕ':ЕЕ. Значит, ВВ'.ЕЕ=2 Л ЕВЕ = 
— ВС. ЕЁБ' = ВС. СН == прямоугольчику РСН. 

Если, далее, ВЕ ((Е)) ® представляет собой полукруг и если 
положить / ВАЕ = 2%, то для АВ=1: 


2. ©”® 


ИИ — 9 с — 
ВС = х—=1 — со 2 = 25120 то, 


ВС—= ОР ==. 


Следовательно, уравнение кривой ВРО(Р) ((Р)) будет: 


222 


1 + 22 


Уго —- кризая третьего порядка, для которой касательная к 
скружности в точке А служит асимитотой, названной Дж. Лориа 
„Рзеидоуег$ета“ 2). 


— 


1) Я дополнил чертеж необходимыми обозначениями. 

2) См. его „оредеЦе а1хеБга!5сНе ип@ апзеп4еще ерепе Кигуеп“, 
2-е изд., | т. Терие, 1910, стр. 82 и сл. У Гергардта кривая начер:ена 
не вполне верно, что я исправил. Следует обратить внималие на индек- 
сирование посредством скобок, которое Лейбииц вско, е заменил спосо- 
бом Декарта (см. стр. 262). 
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С квадратурой этой кривой квадратура круга связана в силу 


1 
того, что сегмент круга ВОЕВ = — (прямоугольник ВСРС — 


2 
площадь ВСРВ), где, если ВС положить равным В (== 0): 
Ь 
22 42 03 р5 67 
площадь всв—2\; ++ =: —2 (3—5 7 — ...) , 
0 


Далее, прямоугольник 
. И 20 963 
ВОРС =6 (1 — соз 2%) = 26 $1 ® =2 60. Ге —1 я 
сегмент круга ВРЕВ = сект. ВАЕ — Л ВАЕ == 


| | 
=— ИЗ — 
дуг. ВЕ 5 5 $ 20 


1 2 
— — ‚ ВЕ — ———. 
о 7 Е 1 + 20 
Следовательно, 
1 [/ 
-5 дуг. ВЕ — сегм. круга ВРЕВ-- тя = 
63 р 1 
тя + т 2 ВСРВ — 
р 203 6 
ТТ 5ЯТ.. 
При 5—1 дуга становится равной восьмой части окружчости, 


п 
и мы получаем для -— уже написанный ряд 1). 


Если приведенный здесь вывод и громоздоэк, т. е, если Лейб- 
ниц в то время еще не настолько умело разбирался в деталях, 
чтобы всегда итти простейшим путем, то зато, как это показал 
Манке (цит. соч., стр. 57 и сл.), он уже тогда обладал основными 
идеями об общем способе разложения в ряд, которое ныне все 
еще совершенно несправедлив» выставляется как открытие Т. й- 
лора (Тау1ог, 1715). Совершенно упускают из вида, что ряд 
Тэйлора был письменно сообщен Лейбницем Иог. Бернулли в 
1694 г. в форме, незначительно лишь отличающейся от совре- 
мзнной. Однако изложение этого здесь завело бы нас слишком 
далеко. 


1) Для более полробного ознакомления со всем этим см. Маппке 
(ср. выше, стр. 265, примечание), стр. 10—13. 


19 Валейтне р. Хрестоматия. 239 


хх 
Касательная к спирали Архимеда 


Из „]опапи 5$ (Г) Веглоий ГесЧопез$ 4е са1си1о ЧШетеп Ча ит“. Изданб 
при содействии семейства Бернулли Естественно-научным обществом 
в Базеле к трехсотлетию приема Бернулли в базельское гражданство 
(13 мая 1622 г.), етредисловием Пауля Шафхайтлина (ЗспаейИт). От- 
дельный оттиск из „Уегн. 4. Маши. Цез. ш Вазе|\“, т. ХХХ, 1922. 
Нем. пер. „Пе ОШегепНатесвпипе уоп З]овалп Вели! ацз 4еш Фаше 
169111692...“ уоп Рац! ЗспатТеНип. Собрание классиков Остральда № 211, 
Лейпциг, 19234, 


Предварительное замечание. Уже из заглавия этого 
сочинения видно, что оно вышло не при жизни автора. Иоганн 
Бернулли вместе со своим старшим братом Яковом был одним из 
первых учзных, которые настолько овладели исчислением беско- 
нечно-малых Лейбница, что могли самостоятельно продолжать 
работу в этой области. Зимой 1691/1692 г. Иоганн Бернулли на- 
писдл порвый учебник диференциального и интегрального исчис- 
л-ний, из которого была напечатана только часть, содержащая 
интегральное исчисление (и то лишь в 1742 г.). Причиной от- 
каза от печатания первой части послужило то обстоятельство, 
что уже в 1696 г. в Париже был влпущен маркизом де-Лопи- 
талем (Г’НозрЙа!) курс „Диференциального исчисления“ под 
названием „Апа|узе 4ез шНайпепё рей“. Этот маркиз прослу- 
шал курс дифзренциального исчисления той же зимой у Иоганна 
Бернупли и в вводной части своего сочинения лишь передал в 
систематическом виде прослушанное им. Однако в своем преди- 
словии Лопигаль не отметил достаточно ясно этого обстоятель- 
ства, и все разъяснилось лишь после того, как Шафхайтлин 
открыл в библиотеке Базельского униЕ?рситета и опубликовал 
рукопись (или же копию оригинала) Бернулли. Так как Иоганн 
Бернулли выставил свои претензии лишь после смерти маркиза, 
то ему не поверили полностью. Очевилно, Иоганн Бернулли из 
личных соображений опасался вызвать вражду маркиза. 

Я избрал нижеследующий отрывок в силу того, что он поучи- 
телен и краток и вместе с тем заключает в себе пример употреб- 
ления полярных координат, между тем как до сих пор мы поль- 
зовались только прямоугольными координатами. Это, кроме того, 
первый случай, когда полярные координаты встречаются в явном 
виде, если не говорить об Архимеде и Кеплере (см. Ш часть 1). 


1) Ср. мою заметку в „Ч.-В1. Ё, Ма. и. Маё.", 34, (1928), стр. 276/277. 


Стр. 15 (Нем. изд. втр. 96). 
ЗАДАЧА Х! 


Найти касательную к спьрали Архимеда 


Спиралью Архимеда называется кривая, описываемая точ- 
ко# [равномерно], движущейся по направлению от центра 
к окружности круга и притом наход щейся все время на 
одном и том же радиусе, который 
при этом в то же самое время, в 
которое точка от центра достигает 
до окружности, равномерчо произво- 
дит олин полный круговой оборот. 
Нам нужно найти касательную к этой 
кривой. Положим (фиг. 78), что ра- 
диус АС —=а, окружность РОСР=6, 
АВ —=х, и проведем к линии АВ 
перпендикуляр АБ. Тогда радиус АС Ф: 18. 
так относится к длине окружности, 
как АВ к дуге СКО 1). Следовательно, АР.АР:: РО. 


4х ха 
[или же] а-х:: -—. Далее, ВСО.РОС::АВ.АБ, т. е. 
рхах. хх _ 
аа ` аа 


Следовательно, если требуется провести касательную в С, то 
надо взять $ =, что Архимед доказывает путем длинных 
рассуждений 2). 


Пояснительные замечания. Прежде всего обратим 
внимание на вполне уже современный, хотя и несколько непри- 
вычный, способ записи Бернулли. Во-первых, 2ап =. Далее: 


а:6 = АВ (=х):агс СКО. 
Но 
| 
агс СКО = 2хп == х, 


следовательно, 


ро = Чак СК = 2 4х. 


4) Я вставил букву К, отсутствующую в обоих изданиях Шаф» 
хайтлина. 

‚ *)АгсЬ1те4е$, Бе Гпе $ зриаШиз, ХУШ. Еа. 1. 1. Нефеге, Иа, 
Гераф, 1913, стр. 63. 
19* 23 


Но, так как 1) ах”: РО (ибо Ар:АР=рр:РО), 


вх ах 


= 


Ра = 


Так как, далее: 
ВС:ЕРЩ = АВ: АЕ, 


то, если положить еще полярную подкасательную АБ = 5: 


‚рхах 
ах: ——==Х:5, 
а 
следовательно, 
| х 
$ = ^° — хп. — = дуге С'А"В. 
а? п 


Как раз в последлей форме определяется касательная у 
Архимеда (теорема ХХ, цит. соч., стр. 73). Отсутствующие у 
Бернулли линии на чэрт. 78 мной проведены штрихом. 

Еще проще осуществляется построение при помощи пол- 
нормали АН. Этого нет ни у Бернулли, ни у Архимеда. Дей- 
ствительно, 


ВЦ:ЕС =АН:АВ, 


или 
ах ЛИ: х, 
а отсюда следует, что 
АН = а” — = 0103 
|0) 2п 


Это постоянство полярной поднормали может служить в каче- 
стве определения спирали Архимеда. 

Теперь мы запишем вывод во вполне современной форчс. 
Если положить обе координаты 


АВ=ь, ДСКр=8*), 


4) Собственно говоря, дальше должио было бы стоять х— ах. Но 
тогда в значение ЕС войдет еще член (&х)?, которым, согласно прин- 
ципам Лейбница, можно по сравнению с самим ах пренебречь. Разу- 
меется, он также отбрасывается и при современном пзреходе к пределу. 
. 2) То обстоятельство, что здесь в соответствии с чертежом Бернулли $ 
козрастает в направлении часо-ой стрелки, в противоположность при- 
нятому, не составляет большого неудобства. 
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то, согласно основному свойству (что радиус-вектор р возрастает 
пропорционально углу 9), полярное уравнение спирали будет: 


= т}. 
Так при в =а 


а 
а= т. 21, т — т, 


и наше уравнение примет вид: 


Отсюда следует, что 
а < 
ВО = 45 = 5т 49. 


Далее, мы получаем маленькую круговую дугу 


ЕС = р 4$. 

Ее мы полагаем равной хорде РО. Из этого следует, что 
ва _ а 
ВО З0п’ 


откуда, как и выше, можно вычислить или АБ, или АН; 

Заметим дополнительно, что Архимед также произвел квад- 
ратуру спирали. Именно с этой целью он применил сумму 
квадратов целых чисел (см. выше, ч. 1\У, № У). Действительно, если 
мы это проделаем по-современному, то в качестве диференциала 
площади мы будем вычислять треугольник АРВ, который, если 
пренебречь „бесконечно-малыми второго порядка“, равен тре- 
угольнику АРСО, именно: 
ЛАЕВ—1 АЕ. АВ.а$ = ие [1 Ти = 1 

о ° у о р) ог “ЯЗ чи. 
Поэтому, например, площадь 
2 

1 
9 


т круга СКООС. 


АЕВСА — | 43 
п. 
0 


Это и есть ХХШУ теорема Архимеда. Хотя как в случае 
касательной, так и при квадратуре Архимед принимаег во вни- 


мание послелующие завитки спирали (что мы получаем при 
увеличении $ за пределы 2п), но он не рассматриваег вращения 
радиуса-вектора в другую сторону (т.е. для отрицательных $), 
благодаря которому спираль получает вторую ветвь и теряет 
х’рактер ‘иастоящей „спирали“ 1). 


ХХ 


Введение флюксий Ньютоном 


Из „Тне Мешоа о! Е1ихоп$ ап@ шНийе 5епез; ми Из АррИсаНоп 
40 Ше Сеотешу оЁ Сигуе-ШМпез“. ву {Не пуепфог Зи [5аас М№е\юп.... 
Тгап$]а4{е4 йош {пе Ашпогз$ Гана Ойбшта| по{ уеф та4е рибШск. То 
\Шсн 15 зи ош’ а Регреиа1 Соттел{ ирол ‘пе мое У/огк,... Ву ойп 
Со]500.... Гопдолп..... МОССХХХУ1. 


Предварительное замечание. Это сочинение Нью- 
тона также было закончено уже в 1671 г. Обыкновенно оно 
приводится под латинским названием „Мешво4и$ Нихюпиш е{ 
зейегит шИпЙагит“ Однако оригинал Ньютона, повидимому, 
утерян. Действительно, первое латинское издание под указан- 
ным заголовком (в „ОризсшШа“, е@. СазИШовеиз, т. Г 1744, 
стр. 29—199, ср. № ХУП) согласно примечавию в преди- 
словии представляет собой обратный перевод на латынь с выше- 
указанного английского издания, являющегося, вообще, первым 
изданием. Существует еще второе английское издание без ука- 
зания автора, вышедшее в Лондоне в 1737 г. Кольсон (Со1зоп) 
снабдил это, само по себе немалое, сочинение длинным преди- 
словнем и обширными комментариями (стр. 141— 339). 


Стр. 19. 
ПЕРЕХОД К МЕТОДУ ФЛЮКСИЙ 

55... Но прежде всего следует заметить, что все трудно- 
сти, связанные с этими [проблемами; в частности, относится 
к кривым], можно свести всего лишь к двум следующим 
проблемам, которые я представляю на (примере) отрезка 
(зрафит), проходимого при движении [некоторым телом], с 
любым ускорением или замедлением. 

06. |. Длина проходимого отрезка постоянно (т. е. 
в каждый момент времени) дана, тргбузгтся определить 
скорость движения в любое время. 

57. П. Скорость движения постоянно дана, требуется 
определить длину пройденного в любое время отрезка. 


1) См., напрьмер, книгу автора „ЗредеНе ефепе Кигуей“, Герио, 
1908, стр. 246 (фиг, 118). ы ех 
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58. Если, например, в уравнении хх==у [величина] у 
представляет собой длину отрезка, пройденную за некоторое 
время, и если представить себе, что это время измеряется и 
изображается как проходимое другим отрезком х, возраста- 


ющим с равномерной скоростью х (20), то хх представляет 
собой скорость, с которой отрезок у будет проходиться 
в указанный момент времени, и наоборот. В силу этого я в 
дальнейшем рассматриваю величины как бы порождаемыми 
[в процессе] непрерывного приращения, точно так же как тот 
отрезок, который проходит при движении тело или же ка- 
кая-нибудь вещь. 

59. Но, так как мы можем привлекать к рассмотрению 
время лишь в той мере, в которой оно выражается (1$ ехроип- 
ед = ехропЁ иг) и: измеряется при равномерном движении, и так 
как, кроме того, сравнивать друг с другом можно только ве- 
личины одного рода, а также их скорости при приращении 
и убывании, то я в последующем положу в основание не 
время как таковое (огтаПу == югтаЩег), а приму, что одна 
из данных величин, которые все будут одного рода, возрас- 
тает благодаря непрерывному течению (Еих!оп), и все осталь- 
ные будут отнесены к ней, как ко времени. Поэтому по ана- 
логии за этой [величиной] можно не без основания сохранить 
название времени. Таким образом повсюду, где в дальнейшем 
встречается слово время,..., под ним нужно подразумевать не 
время в его формальном значении, а только ту другую вели- 
чину, посредством равномерного роста или течения которой 
выражается (1$ ехроип4еЯ = ехроп!:иг) и измеряется время. 

60. Те величины, которые я рассматриваю как постепен- 
но и неограниченно (шЧейпИе) возрастающие, я буду в даль- 
нейшем называть флюентами, или текущими величинами, и 
обозначать их я буду последними буквами алфавита х, х, у 
и г..., а скорости, с которыми возрастают вследствие порож- 
дающего их движения флюенты (и которые я назову флюк- 
сиями, или же просто скоростями, или быстротами), я бу- 


ду обозначать теми же буквами, по пунктированными так: 
ух, уи 2.. 
(21) 61. ПРОБЛЕМА | 


НАЙТИ ОТНОШЕНИЕ ФЛЮКСИЙ, ЕСЛИ ДАНО ОТПНОШЕ- 
НИЕ ТЕКУЩИХ ВЕЛИЧИН 
Решение. 
1. Расположи уравнение, которым выражено заданное отно- 
шение, по степеням одной из текущих величин, например х, и 
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перемножь его члены на (члены) какой-либо арифметической 


х 
прогрессии 1), а также одновременно на >. Это действие на- 


до провести отдельно для кажлой из текущих величин. Затем 
положи сумму всех произведений равнсй нулю и ты полу- 
чишь искомое уравнение. 

2. Пример 1. Если соотношение между текущими вели- 
чинами х и у будет х3 — ах? {+ аху — уз —=0, то расположи 
члены сперва по х, а затём по у, и перемножь их следую- 
щим образом: 


Умн. х3 — ал? аху — у3| — уз — аху — ал? 
х3 
ох х х у 
на 32 27 2 о 3 20 
х х х У 


даст Зхх? —ахх -- аху *| — Зуу? -- аух* 


Сумма произведений есть 3х2 — 2ахх-- аху — Зуу? --аух =, 
и это уравнение дает отношение между флюксиями хи у. 
Действительно, если взять х произвольным образом, то у 
определится из уравнения х3 — ах? -- аху — узЗ—0. Если 
это установлено, то мы получаем, что 
х:у: :3у? — ах:3х? — Зах -- ау. 
(24)... 


Д казательство справедливости решения 


(13) Моменты текущих величин (т. е. те неограниченно 
малые их части, благодаря прибавлению которых в неограни- 
ченно малые чабти времени они постоянно возрастают) нахо- 
дятся в том же отношений, что и скоросги их течения или 
роста. 

14. Если поэтому выразить момент одной из них, например х, 
через произведение ес скорости х на неограниченно малую 
зеличину о (т. е. через хо), то моменты других 9, у, 2 выра- 
зятся через 90, уо, 20, так как 90, хо, у0 и го относятся 
друг к другу, как 9, х, уи 2. 

15. Так как моменты, каковы хо и уо, суть безгранично 
малые пригащения текущих величин х и у, на которые этн 
1) На то, что эта арифметическая прогрессия должна иметь ту же 


разность, что и ряд иоказателей степзней текущей величины, очевидно, 
но недосмотру, впервые указывается в $ 19, стр. 25, 
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величины возрастают в течение отдельных неограниченно ма- 
лых отрезков времени, то из этого следует, что эти величины х 
и у, после истечения неограниченно малого отрезка времени, 
превратятся в х-- хо и у-- уо. Поэтому уравнение, во вся- 
кое время выражающее отношение между текущими величи- 
нами, будет также выражать отнсшение между х -- хо иу-|- уо, 
как и между хи у, так что вместо этих величин в это урав- 
нение следует подставить х-- хо и у-уо, 

16. Пусть будет дано какое-нибудь уравнение, хотя бы 
хз — ах? аху — уз = 0. Подставим в его х-- хо вместо х 


и у--уо вместо у. Тогда получится: 


хз | Зхох? - Зх300х -- х303 — 
— ах? — ?ахох — ах? 00 |. 
{- аху -- ахоу-Ё ауох -- охуоо — 
— У — Зуоу? — Зу?ооу — у*оз ) 
Но по предположению х3 — ах? Р аху — уз == 0, и поэто- 
му эти члены можно вычеркнуть. Если оставшиеся члены раз- 


делить на о, то останется Зхх? -- 3х? ох-—- 300 — Захх — 
— ах2о ЧНаху-- аух —- ахуо — Зуу? — 3у2оу — у300=0. Но, 
так как о, для того чтобы оно выражало моменты величин, 
предположено бесконе’:но-малым, то те члены, которые на 
него умножены, будут равны нулю по сравнению с остальными. 


Поэтому я ими пренебрегаю, и остается Зхх? — 2ахх-- 


-|- аху-- аух — Зуу? =0, как и получилось выше в примере [. 

18. Здесь мы можем отметить, что члены, свободные от о, 
всегда исчезают, так же как и те члены, которые помножены 
на степени о, высшие первой. Остальные же члены, после 
деления на о, всегда принимают тот вид, который они должны 
иметь, согласно вышеприведенному правилу, Что и требова- 
лось доказать. 

[Содержит только указания, чго отсюда легко по: 

чается все прочее стоящее в правиле. | 


] 
| 
В = 
| 


Пояснительные замечания. Несомненно, что Ньютон 
после 1671 г. внес еще измэнения в `это сочинение, так же 
как и в цитированную в № ХУП „Квадратуру кривых“, быв- 
шую к этому времени. в основном, уже готовой. Возможно, 
что к числу этих изменений принадлежит введзние скорости, 
не встречающейся еще в „Анализе посредством бесконечных 
рядов“, Мы теперь перечадим все вышеприведенное в обозна- 
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с 


чении Лейбница (т, е., в основном, — и в нашем). У Ньютона 
имеется одна независимая переменная, которая не указана и ко- 


Хх 
5, т.с. 


торую мы обозначим через #. Его х тогда будет равно 7 


скорости изменения х. 

Г задача состоит в составлении диференциального уравнения 
по заданному. Существо решения этой задачи мы дали вышо. 
| задача состоит в интегрировании диференциального уравне- 
ния. Это, разумеется, многозначная задача, и Ньютон решил ее 
только для некоторых отдельных случаев. При этом Ньютон 
обнаруживает большое искусство и глубокое понимание дела, 

Правило, данное им для решения задачи, — если ограни- 
читься сперва случаем арифметической прогрессии показателей 
степени, —в точности то же самое, которым обладал и Лейбниц 


и которое применяем еще и мы. Если вместо х мы напишем 
просто 4х, опуская 4, то действительно из уравнения 


х3 — ах" аху — у3 =0 
мы тотчас же получаем диференциальное уравнение 
3х2 4х — 2ах ах | ауах ф ах4ау — Зу?ау =0. 


Гаваемое теперь доказательство также в основных чертах 
совпадает с ньютоновским. Вместо х и у мы в уравнение под- 
ставляет х-- 4х и у-- 4у, в результате чего получается выра- 
жение, аналогичное данному Ньютоном в 5$ 16. Члены, не содер- 
жащие ах и ау, отпадают; затем мы делим все на 4х и переходим 
к пределу при 4х —+0. Этот способ выражения еще был чужд 
Ньютону, но, отбрасывая члены,.содержащие высшие степени о, 
он получает то же самое. Но, так как у него нет нашего пере- 
хода к пределу, то он вынужден все время употреблять слого 
„бесконечно-малый“ или „неограниченно малый“. В подобных 
простых случаях это не может дать повода ни к каким недора- 
зумениям. Но у Ньютона имеются не просто ах и ау, как у 
Лейб.:ица, а „моменты“, которые будучи совершенно тождествен- 
НЫМИ © „диференциалами“ Лейбница (см. конец № ХУП, выряа- 


х [01 
жаются через скорости т и а умноженные на „бесконечно 


малую величину“ о. Так как эти моменты не что иное, как 
пути, проходимые за малую единицу времени, названную намн 4, 


ах ау 
— АаЁ=ах -—.41==ау. 
4 а 2 


то в нашем обозначении они равны 
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Таким образом введение скорости не дает Ньютону, по 
крайней мере в рассматриваемом случае, никаких преимуществ 
по сравнению с простой системой Лейбница. 

Слово „течение“ в рассуждениях подобного рода было вве- 
дено еще Кавальери (см. выше, ч. [/, № Х), который, как мы уже 
говорили, заимствовал его, быть может, в неперовском учении о 
логарифмах, где оно как раз употребляется. Ньютон, во всяком 
случае, был знаком с ними обоими. Введение „скорости“ в уче- 
ние о кривых восходит через Барроу к Робервалю и Торичел- 
ли. Само собою разумеется, это — только стимулы, исходные 
пункты для дальнейшего творчества. Творческое“ использование 
этих стимулов представляет уже собственное открытие Ньютона, 
и по вышеприведенному примеру, излагающему только прин- 
ципы, судить о том, насколько он превзошел всех своих пред- 
шественников, невозможно. 

В $ 58 Ньютон использует пример у==х? для исследования 
пути, причем х представляет собой не само время, а величину, ему 
пропорциональную, т. е., скажем, х = сё, так что х (диференцируя 
по #} равно с, а х==0. Тогда для скорости мы получим у == хх, 
а для ускорения У=2 (хх -Р хх) = 9х2 = 962 — соп3, 

Таким образом мы имеем перед собой формулу равномерно 
ускоренного движения, которую мы теперь записываем в виде 

р 
$ —= 5 аг. 

На первый взгляд представляется странным непривычное для 
нас общее правило Ньютона, согласно которому диференцируе- 
мые уравнения следует умножать не на ряд из показателей, а 
на любую арифметическую прогрессию с той же, что и у по- 
казателей, разностью и притом при диференцировании по х на 
другую, чем при диференцировании по у. Ньютон поступает 
подобным образом в таких примерах, где это облегчает вычис- 
ления. Но дело обстоит очень просто. Если в нашем примере 
слева взять, вместо 3, 2, 1, 0, ряд 5, 4, 3, 2, а справа, вместо 
ряда 3, 1, 0, ряд 1, —1, — 2, то рез: льтат будет таков: 


(5х3— 4ах?--Заху— 251) +(-> — аху Г 2ах > =0. (1) 
Подпишем под эгим 


к бах? 
(2х3—2ах?--2алху -25*).- -- (>- 2аху Г них У — 0. (И) 


Уравнение (11) равно тождественио нулю, так как каждая скобка 
сама равна нулю. Если вычесть (П) из (Т), то мы получаем обыч- 
ный результат. Если бы “мы в (1), вместо приведенных родов, 
взяли З-- т, 2 т, 1т, ти Зи, 1-м, п, тов (ИП) нам 
нужно было бы начальное уравнение умножить слева на 2, а 
справа на п.’ Из этого общее правило становится` достаточно 
ясным. То обстоятельство, что Ньютон привел правило как раз 
в этой общей форме, показывает, насколько глубоко он проник 
в сущность дела. Хотя комментарии Кольсона и очень много- 
словны, но как раз в этом месте он не говорит ни слова, 


ХХ1 


Производная синуса 


Из „п$ШиНопез са1сиН ЧШегеп а! сит ей1$ изц 1п апа!уз Япйогит 
ас доста зейегит“. Аисфоге Геопраг4о Ещего... Ппреп$1$ Асадепиае 
пренаИ$ э4епНагит РефороШапае, 1755. Место печатания указано в конце 
книги: Вего|!и] ех оста М!сВае!з. Перепечатано в ногом большом 
издании сочинений Эйлера: Геопваг@ Ешей Орега отта зиб аизр/сй$ 
ЗоеаН$ зсепНЧагищ паёигаЦит Бе]уейсае, едепа сигауегип Е. Ви@о, 
А. Кгагег, Р. 5З4Ас..е1. Зейез 1. Орега ша ФетаНса. У\Уо1. Х. ЕЧ. Сегага 
Комае\мзКу. ШМряае её Вегойпь, Тур е{ ш ае4Ъиз В. Ц. ТеиЪпей 
МСМХИ. Немецкий перевол: „Геопрага Ещег$ Уо1$4Ап се Ашейипе гиг 
ОЙ тепНашесвпипо. ... уоп Лорбапп СЬ$Нап М!спе]5еп, ... Ет${ег Тей. Вег- 
На ип9 ПБац, ... 1790“. Вторая и трэтья част: вышли в 179) и 1793 г. 
дополнение Грюзона (Отйзоп) в 1798 г. 


Предварительное замечание. Сочинение, из кото- 
р2го мы заимствуем нижеслелдующую мал-нькую главу, представ- 
ляет собой первый систематич-ский учебник диференциального 
исчисления, и притом чистого диференциального исчисления без 
приложений к геометрии. Оно представляет собой большой том 
в 880 страниц ш дцабо. В 1768—1770- гг. Эйлер (Ещег) вы- 
пустил еще более объемистый учебник интегрального исчисления 
в 3 томах. Вместе с „{овисНо 1ш апайузш шИпйогит“ Эйлер: 
же (Гаизаппа ›, 1748) (см. часть П, № ХХ!) эти книги дают полную 
картину тогдашнего исчисления бесконечно-малых, распола авшего 
к тому времени уже огромным материалом. Но уже переводчик 
Михельсен (М1спве|]5ев) говорит (1 часть, стр. Т.Х, примечание), что 
при возведении своего прекрасного здания диферечциального 
нечисления Эйлер пользовался лесами, составленными из непроч- 
ных бревен. Это означает, что после эпохи открытия исчисле- 
ния бесконечно-малых, когда, по крайней мере, не забыли еще 
архимедову строгость доказательства и в случае необходимости 
могли ее и примелить, после этой энохи благодаря изобилию 


900 


накопившихся результатов наступила величайшая беззаботность 
по части логического обоснования теорин. Следующий отрывск 
может служить примером этому. С чисто фактической стороны 
он содержит в себе впервые вывод этой и других производных 
тригономстрических и круговых функций, которые Эйлер, во- 
обще, впервые систематически ввел в апализ в своем „Введе- 
нии“ („пёоЧисНо“). 


Стр. 171 („Орега“, зег Т, Х, стр. 137, пер., [ часть, 
стр. 173'. 


201. Остаются ещо величины, получающиеся путем обра- 
щения этих величин [т. е. ранее рассмотр-нных функций 
агс$т и т. д.|, а именно синусы и тангенсы данных дуг. Мы 
покажем, как их нужно диференцировать (4 Шегепчаге). До- 
пустим, что х прэдставляет собой дугу окружности, а зтх 
есть е> силус, диференциал которого мы ищем. Положим 
у=зшх и заменим х через х-- ах. Тогда у перейдет 


в. у-|- ау: 
у + 4у— пт (х -- 4х) и д4у= (х- ах) — пх. 
Но зш (х + ах) = со5х.с05 ах -- с0$ х.з 1х1), и так как, 


как мы показали во Введении (т. е. в вышеупомянутом „п{го- 
дисНо“), что 


та = ы -- г ит 
—1 1.23 11.2.3.4.5 А. 
22 24 
С08 2 = 1 — ото за и т. д.) 


то, отбрасывая исчезающие члены, мы получаем, что с0$ 4х =1 
и 5т4х =@х, а отсюда следует, что т (х | 4х)  зах- 
—- ах.с0зх. Таким образом, если у==зшох, то 4у==ах со$х. 
Следовательно, диф2ренциал сянуса какой-нибудь дуги равен 
диференциалу дуги, умноженному на косинус. Таким же об- 
разом, если р есть какая-либо функция х, то 4 тр == ар-соз р. 


Пояснительные замечания. Общепринятый вывод 
производной $пх имеется во всех учебни‹ах, так что я могу 


1) Оригинал здесь набран уже так, как мы это делаем в настоящее 
время, т. е. обозначения функций набраны шрифтом антиква, аргументы 
же — курсивом. Но в переводе Михельсена все набрано снова по-ста- 
риниому, шрифтом антиква, и за знаком функции встречаются даже 
снова точки для сокращения. См. часть Ц, № ХХ]. 
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Здесь считать его известным читателю. В вышеприведенном вы- 
воде, прежде всего. заслуживает внимания применение рядов, 
которые старые математики, вообще, охотно использовали, Против 
этого, само по себе, возразить нечего, так же как нас не зат- 
руднит выражение „отбросим исчезающие члены“, т. е. высшие 
степени 4х, ибо этому (так же как иу Ньютона, см. выше, ч. [У, 
№ ХУП) легко придать логически строгую форму. Для этого нужно 
только в формуле зп (х 4х) поставить полностью ряды, раз- 
делить на 4х и затем перейти к пределу при 4х -—>0. 

Но в настоящее время мы уже не пользуемся более рядами 
(как более сложным) при выводе производной (как более про- 
стой), а, наоборот, выводим ' ряды, опираясь на производные и 
подставляя их в общую строку Тэйлора (см. ч. [\, конец № ХУШ). 
Но ранее поступали не так. Мы уже у Ньютона и Лейбница ви- 
дели, как они выводили в каждом отдельном случае свои ряды. 
Если мы обратимся к „оЯисНо“ Эйлера (т.Т, $8 134, стр. 99), 
то мы увидим, что Эйлер сперва при помощи теоремы Муавра 
(см. часть П) и формулы бинома выводит формулы для с0$ 72 
и $1112, затем берет п бесконечно большим, а 2 бесконечно 
малым, так, чтобы при этом их сохраняло конечное значение х, 
и затем сразу (основываясь, во всяком случае, на геометрических 
соображениях) принимает (а это в нашем примере он как раз 
хочет доказать при помощи рядов), что зта == и с0$2 =1 


уе) 
(для бесконечно малого 2). Подставляя с0$ 2 =1 и т а=-— 
1 


в формулы для с0$ иг и $112, он получает примененные в на- 
шем примере ряды со$® и шт. 

Из этого, в первую очередь, видно, что при выводе (при- 
ближенных) уравнений соз 4х =1, чпах==ах Эйлер не имел 
права пользоваться выведенными как раз в этих предположениях 
рядами. Но, и не говоря об этом, вывод самих рядов Эйлером 
вызывает большие сомнения. Он, собственно говоря, пригоден 
только при очень большом (и целочисленном!) м и соответ- 
ветственно малом 2, да и то лишь приближенно. Но, пока п 
конечно, коэфициенты рядоз не принимают той простой формы, 
которую они имеют в рядах $шо и с0$9. Таким образом спра- 
ведливость этих рядов должна быть еще отдельно доказана, 


ИМЕННОЙ УКАЗАТЕВЛЬ 


Адам, Жеган (около 1475). Писец 
при дворе Людовика ХТ фран- 
цузского. 11, 12 

Алам, Шарль (род. в 1857г.). Ректор 
Нансийской академии. Один из 
издателей трудов Декарта. 136. 

Александр из Афродизии (конец 
П в. н. э.). Родом из Карии; пр ›- 
живал в Афинах; выдающийся 
комментатор трудов Аристотеля. 
71, 72 

Алхайам, Омар (около 1040 до 
1124). Знаменитый персидский 
поэт-сатирик, астроном и мате- 
матик. Исследовал различные 
случи решения кубического 
уравнения, рассматривая пере- 
сечения конических сечений, 
132 

Алхваразми (около 825 н. э.). При- 
дворный математик, астроном 
и географ поощшрявшего науки 
халифа Аль-Мамуна. Его „Ал- 
гебра“ (слово это восходит к 
нему) основывается на грече- 
ских (и, может быть, также 
индусских) источниках. Но так 
как в ХПИ в. впервые были пере- 
ведены на латинский язык араб- 
ские сочинения, а греческие 
источники по алгебре большей 
частью совсем погибли, то труд 
Алхваразми приобрел огромное 
значение в деле передачи ан- 
тичной алгебры, через посред- 
ство средних веков, новому 
времени. 27, 28, 30, 31, 32, 38, 
46, 48 

Алцаркали (латЯниз. Арцахель, 
жил около 1029—1087). Родился, 
вероятно, в Кордове. Выдаю- 
щийся астроном-наблюдатель н 


изобретатель и ‘струментов (в 
частности „Сафеи“). 98 

Альб рт Великий (1193 — 1280). 
Родился в МЛауингене (Шва- 
бия). Настоящая фамилия —граф 
А. Ф. Болльштедт (Вой заяц. 
Был доминиканцем, в 1260— 
1262 гг. епископом Регенсбург- 
ским, затем профессором уни- 
верситетов в Париже и Кельне. 
Крупный философ и теолог сред- 
невековья. 202 

Альхайтам, см. Ибн-Альхайтам. 

Анаксагор (около 500—428 до 
Н. 9.). Родом из Клазомен (Малая 
Азия). Преподавал в Афинах 
философию. В его идеалистиче- 
ском и телеологическом миро- 
воззрении интересна большая 
роль качественной атомистики. 
202 

Ачри, Шарль (1857—1927). Дирек- 
тор Физиологической лаборато- 
рии в Париже. Издал — отчасти 
один, отчасти в сотрудничестве 
с другими исследователями — 
ряд трудов старых авторов и их 
переписку. 130, 132, 248, 256 

Антифон (около 430 до н.э.). Афин- 
ский философ-софист. Сохрани- 
лось сообщение о его попытках 
решить квадратуру круга. 71 

Апельт, Отто (род. в 1845 г. в Иене). 
Препотаватель древних языков. 
Выпустил немецкий перевод 
Платона: 201, 203, 205 

Аголлоний (265—170 до н. э.)._ 
Родился в Перге (Памфилия), 
учился в Александрии, впослед- 
ст`ии жил в Пергаме. Один из 
величайших греческих матема- 
тиков; глубоко и детально раз- 
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работал учение 0 конических 
сечениях. В ХУП в. сго сочине- 
ния сыграли выдающуюся роль 
при создании аналитической гео- 
метрии. Сохранились только его 
„Конические сечения“ (4 книги 
по-гречески, следующие 3 — по- 
арабски, 8-я киига утеряна). 120, 
121, 122, 124, 126, 128, 129, 130, 
132, 134, 136, 141, 143, 145, 146, 
153, 161, 172, 201, 216, 232 


Аристей (ло 300 до н. э.). Написал 
трудок о иических сечениях и. 


работу о правильных многогран- 
никах. Эти работы не сохрани- 
лись. 120 


А_ истотель (384—322 до и. э.). Уче- 


ник Платона, Сочинения Аристо- 
теля представляют подлиниую 
энциклопедию наук той эпохи. 
Аристотель выдающийся естс- 
ствоиспытатель и мыслитель, 
в частности автор глубоких 
исследований по формальной 
логике. Его  идеалистически- 
телеологическая философская 
система господствовала в тс- 
чение значительной части срел- 
невековья; научная деятельность 
пачала нового времени шла под 
знаком борьбы с церковным и 
университетским аристотельян- 
ством. 71|, 72, 191, 201, 203, 204, 
205 


Архимед (278? — 212 до н. э.). Жил 


в Сиракузах, где погиб при за- 
воевании города римлянами. Ве- 
личайший математик древности 
и, вообще, один из величайших 
математиков всех времен. Осо- 
бенно замечательны его опре- 
деления площадей и объемов 
фигур, проведенные с помощью 
инфинитезимальных прнемов. 
Автор глубоких исследований 
по статике (теория рычага, оты- 
скание центров тяжести); осно- 
воположник гидростатики („за- 
кон Архимеда“). Сочинения его 
большей частью сохранились. 
84, 87, 94, 121, 128, 129, 135, 155, 
186, 187, 188, 191, 193, 195, 
197, 198, 200, 201, 202, 205, 206, 
208, 209, 210, 211, 215, 216, 217, 
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218, 219, 220, 221, 225, 2125, 226, 
227, 229, 230, 232, 233, 239, 240, 
248, 249, 251, 254, 260, 262, 264, 
276, 284, 290, 291, 292, 293 


Архит Тарентский (428—347 до 


н. э.). Государственный деятель 
и полководец, вероятно, гла’ а 
так называемых пифагорейцев. 
Дал оригинальнбе геометриче- 
ское решение классической за- 
дачи об удвоении куба с по- 
мощью одной пространственной 
кривой. Сочинения его нз со- 
хр пились. 20, 42 


Баррэу, Исаак (1630—1677). Ро- 
дился и умер в Лопдойе. Выдаю- 


щийся теолог и математик. 
В 1669 г. уступил кафедру мате- 
матики в Кембридже своему 
ученику Ныотону. Затем был 
придворным каппеланом, а в 
1675 г. к нцлером Кембридж- 
ского университета. Его рзботы 
нмеют очень большое значение 
для предистории исчисления 
бесконечио-малых (в частности, 
установление взаимно-обратной 
зависимости между интегриро- 
ванием и диференцированием). 
Ему принадлежат также неко- 
торые открытия в области гео- 
метрической оптики. 267, 268, 
2 270, 272, 273, 27Т, 278, 280, 


Б-ккер, Оскар (рол. в 1889 г.). 


Профессор философни во Фрей- 
бургском университете, после- 
дователь идеалистической фило- 
софии Гуссерля. 203 


Б›кон, Роджер (1214? — 1294, Ок- 


сфорд). Воинствующий франци- 
сканец, энергично боровшийся 
с правственной испорченность:о 
церкви. Первый крупный критик 
схоластики, инастанвавший на 
изучении природы с помощью 
эксперимента. 202 


Бендер, Георг (1920). 100 
Бзнедетти, яж 


амбатиста (латиниз. 
Вепес1из; 1580—1590). Родился 
в Венеции. Придворный  гео- 
метр и физик герцога Савой- 
ского. 72, 82, 104, 105 


Берлет, Бруно (1860). Педагог. 
Издал „Косс“ Адама Ризе. 36 

Бернулли, Иоганн (1667—1748). 
Родился в Базеле, умер там же, 
будучи преемником по кафедре 
математики своего брата Якова 
(см.). Выдающийся ученый в 0б- 
ласти исчисления бесконечно- 
малых. 289, 290, 291, 292 

ернузли, Яков (1654—1705). Ро- 

дился в Базеле, умер там же, 
будучи профессором матема- 
тики в университете. Продол- 
жал в области исчисления бес- 
конечно-малых работу Лейб- 
ница. Один из творцов вариа- 
ционного исчисления и теории 
верятностей („закон больших 
чисел“). 275 

Бешэнштейн, Иоганн (1472—1532). 
Родился в Эсслингене, препо- 
давал еврейский язык в различ- 
ных университетах. Среди его 
учеников были Лютер и Меланх- 
тон. 12 

Бомбелли, Рафаэль (вторая поло 
вина ХУ! в.). Был инженером. 
Других биографических сведе- 
ней о нем не имеется. Около 
1560 г. составил сочинение по 
алгебре, напечатанное в 1572 г. 
и содержащее много ориги- 
нальных вещей; в особенности 
ценны его достижения в теории 
мнимых величин и пер ая совре- 
менная переработка Диофанта. 
28, 39, 50, 51, 55, 57, 60, 135 

Бортолотти, Этторе (род. в 1866 г.). 
Профессор математики в уни- 
верситете в Болонье, его род- 
ном городе. Историк матема- 
тики. 268 

Босман, Анри (1852—1928). Ро- 
дился в Мехелне, умер в Брюс- 
селе, где он в течение 40 лез 
работал в качестве учителя мате- 
матики в иезуитской гимназии 
Сен-Мищеля. Имеет ряд серьез- 
ных исторических работ, осо- 
бенно о бельгийских математи- 
ках. 245, 260 

Брадвардин, Фома (около 1290— 
1349). Архиепископ Кентербе 
рийский. Философ с некоторых 


340 в влейтцер, Хрестоматия, 


математяческим уклоном, при- 
надлежал к течению Дунса 
Скотта (см.). 202 

Брианшон, Шарль Жюльен (1785— 
1864). Артиллерийский капитан 
французской службы, выдаю- 
щийся математик, работавший 
в области проективной геоме- 
трии и учения о конических 
сечениях („теорема  Бриан- 
шона“). 165, 171, 174 

Броуер, Эгберт (род. в 1881 г.). 

рофессор математики в Ам- 

стердамском университете. Из- 
вестный тополог. Глава так на- 
зываемого „интуиционистского“ 
течения в вопросах обоснования 
математики. 205 

Броункер. Лорд Виллиам (16202— 
1684). Родился в Ирландии, канц- 
лер Карла П, один из основа- 
телей Королевского общества. 
Дал разложение в ряд величины 
гиперболической площади. 278 

Брунш. иг, Леон (род. в 1869 г.). 
Профессор философии в Сор- 
боне (Париж). Историк матема- 
тики. 259 

Бутру, Пьер (1880—1922), сын 
философа Эмиля Бутру. Профес- 
сор математики в университете 
в Пуатье, затем в Со се 4е 
Егапсе в Париже. 167, 259 


Ваард, Корнелис де-(род. в 1879г.). 
Учитель математики в Флисин- 
гене. Историк математики и 
физики. 258 

Валэри ‚, Лука (1552? — 1618). Про- 
фессор математики и физики 
в гимназии в Риме. Член Ака- 
демии Ае ГАпсей. 227, 230, 231, 
233, 239 

Валлис, Джон (1616—1703). Изучал 
теологию и математику, которые 
он преподавал в Оксфорде. Уче- 
ник Оутреда (см.). Позднее при- 
дворный священник Карла ИП. 
Член Королевского общества 
с самого его основания в 1663 г. 
Один из предшественников 
творцов исчисления бесконечно- 
малых. Выдающийся дингвист, 
63. 272, 277, 218 

3% 


Воалльне?, Карл (род. в 1881 г.). 


Учитель математики в реальном 
училище в Ротенбурге. 226 


Вассура, Джузеппе (1919). Инже- 


нер. 245, 263 


Вэйерштрасс, Карл (1815—1897). 


Сперва учитель, затем профсс- 
сор математики в Берлинск ‚м 
университете. Один из круп- 
нейших математиков ХХ в. 
Автор основоположных работ 
по теории функций комплекс- 
ного переменного. Он такжеодин 
из первы. дал строгую теорию 
иррациональных чисел. В значи- 
тельной мере ему обязана со- 
‘временная математика за стро- 
гость методов и доказательств 
анализа. 183 


Вертг.йм, Густав (1843—1902). 


Учитель во Франкфурте на 
рзайне. Историк математики. 22, 
23, 26 


Видман, Иоганн (род. около 1460 г. 


в Эгере). Изучал медицину; 
читал лекции по алгебре в Лейп- 
циге. 92, 93, 94 


Виета, Франсуа (1540—1603). Фран- 


цузский юрист (судья) сперва 
в Ренье, затем в Туре; умер 
в Париже. Наряду с этим один 
из крупных алгебраистов начала 
нового времени. Он стал обо- 
значать буквами также коэфи- 
циенты в уравнениях, что только 
и сделало возможным опериро- 
вание формулами (за это его 
прозвали „отцом алгебры“). С 
внешней стороны изложение 
его еще примыкает к древним 
авторам. Автор ряда крупных 
работ по тригонометрии. 51, 52, 
03, 94, 64, 90, 108, 111, 112, 113, 
114, 132, 133, 134, 135, 257 


Вольфскель, Пауль (1856—1906). 


Ученый; проживал в Дарм- 
штадте. Приобрел известность 
основанием премии в 100 000 ма- 
рок за решение так называемой 
задачи Ферма. 25 


Врис, Генрик де- (род. в 1867 г.). 


Профессор математики Амстер- 
дамского универснтета. 167, 
| 
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Газье, Феликс (1914). Один из из* 
дателей сочинений Паскаля. 259 

Гален, Клавдий (131—201) (см. 
Рота) 

Галилей, Галилео (1564—1642). Ро- 
дился в Пизе, был там профес- 
сором математики, затем про- 
фессором в Падуе, а позднее 
(номинально) снова в Пизе, 
хотя и жил во Флоренции. Наи- 
более крупный физик начала 
нового времени {закон падения 
тел в пустоте); при помощи 
подзорной трубы сделал выдаю- 
щиеся астрономические откры- 
тия. За энергичную защиту 
коперниканской системы был 
осужден инквизицией (1633 г.), 
и умер под арестом в своей 
вилле в Арчетри близ Флорен- 
ции. Учитель ряда выдающихся 
итальянских ученых (Кавальери, 
Торичелли и др). 202, 239 

Галлэй, Эдмунд (1656—1724). Про- 
фессор геометрии Оксфордского 
университета, затем астроном 
в Гринвиче. Особенно известен 
благодаря открытию первой ко- 
Меты с эллиптической орбитой. 

Галлуа, Жан (1632—1707), аббат, 
профессор греческого языка в 
СоПёсе гоуа! в Париже. Изда- 
тель (1665—1674) Фоигпа! 4ез 
Зауап{$. 284. 

Гаррист, Томас (1560—1621). Ро- 
дился в Оксфорде. Главное его 
сочинение, имевшее особенно 
важное значение для установле- 
ния алгебраических обозначе- 
ний, появилось лишь через 10 лет 
после его смерти. 117, 157 

Гаусс, Карл Фридрих (1777—1855). 
Родился в Брауншвейге, впо- 
следствии профессор Геттинген- 
ского универсисета и директор 
тамошней обсерватории. Один 
из величайших математиков всех 
времен, творческий, проклады- 
вавший новые пути гений во 
всех областях — в частности и 
в приложениях математики. 
Основоположник современной 
высшей алгебры (в частности 


он доказал теорему существо- 
вания корней алгебраических 
ур.внений), теорин чисел, дифс- 
ренциальной геометрии, теории 
вероятностей („метод наимень- 
ших квадратов“), учения о бес- 
‚конечных рядах и т. п. Автор 
крупнейших работ по теорети- 
ческой астрономии, (вычисление 
орбит гланет по немногим на- 
блюдениям ``, теории притяжения, 
геодезии, учению об электриче- 
стве и магнетизме. Из неопуб- 
ликованных при жизни Гаусса 
дневников видно, что он также 
владел идеями неэвклидовой гео- 
метрии (Лобачевского—Больяи) 
и теории эллиптических функ- 
ций. Замечательна глубокая 
связь его теоретических иссле- 
дований и их приложений в 
астрономии, механике и физике. 
63. 117 

Ге» берг, Иоганн Людвиг (1854— 
1928). Специалист по классиче- 
ской филологии, профессор Ко- 
пенгагенского унизерситета. 
Переиздал многих греческих 
математиков (и врачей). 15, 73, 
76, 81, 82, 120, 121, 124, 185, 
186, 187, 188, 195, 209, 211, 221, 
291 

Гейнце, Рихард (род. в 1867 г. в 
Наумбурге). Профессор класси- 
ческой филологии в Лейпциг- 
ском университете. 203 

Гергард Кремонский (1114—1187). 
Один из крупнейших перевод- 
чиков ХП в., содействовавший 
ознакомлению Западной Европы 
с сокровищами арабской науч- 
ной литературы. 28 

Гергардт, Карл Иммануил (1816— 
1899). Жил в Эйслебене. Исто- 
рик математики, выдающийся 
знаток Лейбница. 272, 273, 274, 
284, 285 

Герланд, Эрнст (1838—1910). Про- 
фессор физики в Горной ака- 
демии в Клаустале. 259 

Герон Александрийский. Повиди- 
мому, землемер и техник. Уче- 
ные спорят, как о времени его 
жизни, так и о его научном 
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значении. И. Л. Гейберг и его 
ученики относят Герона к Ш в. 
после н. э. и считают его лн- 
шенным критического чутья 
компилятором. Э. Хоппе (из Гет- 
тингена) относит его к началу 
Г в. до н. э. и считает самостоя- 
тельным физиком и математи- 
ком. Имеются также ученые, 
относящие его ко времени ме- 
жду обеими вышеназванными 
датами. Работы его интересны 
в том отношении, что показы- 
вают ряд практических прило- 
жений математики в древности. 
83,' 84, 86, 93, 94, 211, 227 

Гильберт, Давид (род. в 1862 г. 
в Кенигсберге). Профессор ма- 
тематики в Геттингенском уни- 
верситете. Один из крупнейших 
математиков современности. 
Главные его работы относятся 
к проблемам обоснования мате- 
матики (в частности, он первый 
построил безупречную систему 
аксиом геометрии) и математи- 
ческой логики, теории чисел, 
теории интегральных уравнений 
и математической физике. 185, 
295 

Гиппократ Хиосский (около 440 
До Н. 9.). Один из лучших ран- 
них греческих математиков, за- 
нимавшийся проблемой квадра- 
туры круга и нашедший при 
эгом квадратуру различных лу- 
ночек круга. 33, 71, 72, 291 

Гов-стадт, Генрих (1850—1926). 
Учитель математики в Мюнстере. 
292 

Гоппердитцель, Пауль (1926). 33 

Гофман, Иос. Э. (род. в 1900 г.). 

читель математики в Мюнхе- 

не. 184 

Гош, Ришар (1866). Филолог-клас- 
сик 18 

Грамматеус, Генрикус (по-нем. 
ЗспгеуЪег). Родился в 1496 г. в 
Эрфурте, учился в Кракове и 
Вене и под конец преподавал 
там же. Крупный арифметик 
(„Васиепте з:ег“). 39, 40, 41 

Грегори, Джемс (1638—1675). Ро- 
дился в Эбердине (2), несколько 


37 


лет провел в Италии, умер про- 
фессором математики в Эдин- 
бургском университете. Автор 
ряда инфинитезимальных иссле- 
дований, в частности по разло- 
жениям в ряды. 272, 287 


Уригорий из  Сент-Винцента 
(1584—1667). Бельгийский ис- 
зуит, благодаря своей большой 
работе о квадратуре круга и 
о конических сечениях явля- 
ется одним из предшественни- 
ков творцов исчисления бес- 
конечно-малых. 192, 255, 259, 
260 


Грюзон, Иогани Филипп (1768— 
1857). Профессор математики в 
университете и во французской 
гимназии в Берлине. 300 

Гульдин, Пауль (1577—1643). Ро- 
дился в Ст. Галлене, был иезу- 
итом; профессор математики 
в Грацком университете. Изве- 
стные в механике „теоремы 
Гульдина“ о поверхностях и 
объемах тел вращения встре- 
чаются, между прочим, у Паппа 
(см.). 238, 239, 264 


Гюйгенс, Христиан (1629—1695). 
Родился и умер в Гааге.`Юрист 
и наряду с этим выдающийся 
математик и физик. С 1666 по 
1681 г. проживал в качестве дей- 
ствительного члена Академии 
наук в Париже. Основатель вол- 
новой теории света, изобрета- 
тель мощных зрительных труб, 
с помощью которых сделал ряд 
астрономических открытий. Гюй- 
генс построил первые часы с 
маятником. Изучение движения 
маятника привело его к ряду 
важнейших динамических (фор- 
мула сферического маятника, 
учение о центробежной силе, 
теорема живых сил, тавтохрон- 
ность циклоидального маятника! 
и математических (теория эво- 
лют) открытий. Занимался также 
математической теорией игр. 
Для творчества Гюйгенса ха- 
рактерно тесное сплетение ис- 
следований по прикладной в 
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теоретической математике. 364, 
272, 2178 

Гюнтер, Зигмунд (1848—1922). 
Историк математики. Был про- 
фессором географии в Мюнхен- 
ской высшей технической шко- 
ле. 91, 92 

Дебон, Фл'римонд (1601—1652). 
Советник при трибунале в Блуа. 
Наряду с этим занимался мате- 
матикой и изготовлением астро- 
номических инструментов. 144, 
145, 146, 149 ° 

Дезарг, Жерар (1593—1661). Ро- 
дом из Лиона. Архитектор и 
вместе с тем крупный геометр. 
Заложил начала современной на- 
чертательной и проективной гео- 
метрии. 161, 162, 164, 165, 166, 
167, 169, 174, 175 

Декарт, Рене (1596 —1650). Выдаз- 
щийся философ и ученый. Как 
философ Декарт — дуалист, со- 
четавший в своей системе ряд 
материалистических и идеали- 
стических элементов. Механи- 
стическое мировоззрение Де- 
карта сыграло в свое время зна- 
чительную роль в развитиии 
наук. Декарт одновременно с 
Ферма открыл метод аналити- 
ческой геометрии, придав ему, 
однако, более современную 
форму, чем Ферма, особенно в 
части алгебраической символи- 
ки. Алгебра обязана Декарту не 
только современной символи- 
кой, но и рядом теорем о кор- 
нях уравнений. Другим крупным 
открытием Декарта, впоследст- 
вии получившим разнообразное 
и широкое применение, явля- 
ется метод неопределенных коэ- 
фициентов. Декарт дал также 
ряд работ по оптике (вывод за- 
кона преломления света, теория 
радуги), теории удара, систему 
космогонии, построенную на 
теории вихрей; в биологии он 
высказывал эволюционную идею 
о постепенном развитии орга- 
низмов. 36, 53, 60, 61, 62, 63, 
128, 135, 136, 137, 139, 140, 144, 
142, 143, 144, 146, 149, 150, 152, 


155, 159, 161, 202, 257, 262, 268, 
269, 272, 273, 274, 275, 288 
Демокрит (460 - 371. до н. э.) из 

Абдеры. Крупнейший предста- 
витель (хотя и не родоначаль- 
чик) материалистического миро- 
созерцания в древности, разви- 
вавший атомистическую концеп- 
цию строения мира и объясняв- 
ий на ее основе явления духов- 
ной жизни. Повидимому, один 
из первых применил инфини- 
тезимальные приемы для вычис- 
ления объемов тел. Влияние его 
на развитие философии и науки 
было весьма значительным, но 
тщательно затушевывалось гла- 
венствовавшими позднее антич- 
ными идеалистическими авто- 
рами. От сочинений его почти 
ничего не осталось. 186, 202, 
205, 222 
Деттоввилль, 
Паскаля). 259 
Джонс, Виллиам (1675 — 1749). 
Учитель математики. Член Ко- 
ролевского общества. 259 
Диофант (конец Ш столетия). Жил 
в Александрии. Кроме того о нем 
ничего неизвестно. В своей 
‚Арифметике“ обнаружил боль- 
нгое искусство в решении урав- 
нений и систем уравнений, а 
также в теории чисел. 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 57, 59, 249, 256 
Д’Оодж, М. Л. (1926). Американ- 
ский филолог. 18 
Дунс Скотт, Иоганн (около 1270 — 
1308). Родился, вероятно, в Шот- 
ландии, был  францисканцем, 
преподавал философию и тео- 
логию в Оксфорде, Париже и 
Кельне, где он и умер. Против- 
чик Фомы Аквинского (см.). 202 
Дюрер, Альбрехт (1471—1528). Вы- 
дающийся нюрнбергский жи- 
вописец и гравер на дереве и 
меди. Учился в Италии и Ни- 
дерландах. Его „Наставление“ 
(„От{егме!5ипр“) было долгое 
время излюбленным руководст- 
вом практической геометрии — 
й не только для художников. 
92, 95, 96, 102, 104 


Амос (псевдоним 


Жергон, Жозеф Диац (1771—1859). 
Сперва артиллерийский офицер, 
затем профессор математики в 
Ниме и Монпелье. Выдающийся 
геометр, наряду с Понсле уста- 
новивший „принцип двойствен- 
ности“. 182 

)Кирар, Альберт (1595?—1632). Из 
его прозвища „эап 101$“ заклю- 
чают, что он был родом из Сен- 
Мишель в Лотарингии. Жил в 
Нидерландах, работал в качестве 
инженера. Написал важную для 
дальнейшего развития науки 
книгу по алгебре. 54, 60, 61 


Закс, Ева (род. в 1882 г.). Знаток 
классической филологии: про- 
живает в Берлине. 203 

Зенон (около 450 г. до н. э.). При- 
надлежал к философской школе 
элейцев (Элея в южной Италии). 
Знаменит остроумными софиз- 
мами, по существу направлен- 
ными против атомизма Демо- 
крита (см.). 192, 203 

Зутер, Генрих (1848—1922). Учи- 
тель математики в Цюрихе. Вы- 
дающийся знаток арабской ма- 
тематики. 97, 245 


Ибн-Альхайт»м (9652—1039). Ро- 
дом из Басры в Месопотамии; по- 
зднее жил в Каире. Выдающийся 
астроном и математик. 73, 245 

Иоахим, Гарольд Генри (род. в 
1868 г.) Профессор логики в 
Оксфордском университете. 202, 
203, 205 


Кавальери, Бонавентура (1598— 
1647). Иезуат (не иезуит). Про- 
фессор Болонского универси- 
тета. Ученик Галилея. Один 
из крупных предшественников 
творцов исчисления бесконечно- 
малых. Автор метода неделимых 
и известного в геометрии „прин- 
ципа Кавальеря“. 202, 221, 227, 
231, 239, 240, 242, 243, 244, 259, 
272, 299 

Кардан, Иероним (1501 — 1576). 
Врач, философ и крупнейший 
алгебраист. Подроб но развил со- 
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общенное ему вкратце Тарталь- 
ей (см.) решение кубического 
уравнения в „Агз таспа“ (Нюрн- 
берг 1545). 48, 49, 50, 55, 63 

Карно, Лазарь (1753—1823). Сперва 
инженерный офицер. Выдаю- 
щийся деятель Великой фран- 
цузской революции. осле ре- 
ставрации Бурбонов был изгнан 
из Франции, умер в Магдебурге. 
Крупный геометр. 174. 

Карпинский, Луи Чарльз (1915, 
1926). Американский историк 
магематики. 18, 27, 30 

Кебэль, Яков (1470 — 1514). Родился 
в Гейдельберге, учился одно- 
временно с Коперником в Кра- 
кове. 11, 12 

Келлер, Готтфрид (1819 - 1890). Вы- 
дающийся швейцарский поэт. 11 

Кеплер, Иоганн (1571—1630). Вюр- 
тембержец, сперва изучал про- 
тестанскую теологию, затем учи- 
тель математики в Граце и 
Линце, в промежутке — придвор- 
ный астроном Рудольфа П; Фер- 
динанлом Н назначен придвор- 
ным математиком. Открыл за- 
коны движения планет; имеет 
выдающиеся достижения в оп- 
тике. Один из предшественни- 
ков творцов исчисления беско- 
чечно-малых. 158, 231, 232, 23$, 
235, 236, 237, 238, 239, 244, 245, 
290 

Кеттер, Эрнст (1859—1922). Про- 
фессор математики. 171 

Киллинг, Вильгельм (1847—1923). 
Был профессором математики 
в Мюнстерском университете. 
192 

Клавий, Христофор (1537—1612). 
Ученый иезуит-математик, родом 
из Бамберга (или окростностей 
его). Его иемецкое нелатинизи- 
рованиое имя неизвестно. Нет 
твердых данных ни в пользу 
„эС11й$551“, ни В пользу „Кац“. 
98, 104 

Клим, Фридрих (род. в 1887 г. в 
Бисмаркх'!отте, Верхияя Силе- 
зия). Бреславльский математик. 
188, 195, 197 

Клуг, Р. (1908). 232 
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Ковалевский, Гергард (род. в 
1876 г.). Профессор математики 
в Высшем техническом училище 
в Дрездене. 272, 273, 275, 300. 
Коллинс, Джон (1625 - 1683). Ро- 
дился в Оксфорде. Происходя 
из так называемых низов, стал 
впоследствии членом и секре- 
тарем Королевского общества. 
Значение его заключается в из- 
дании сочинений других авторов 
и в его научной переписке. 277 
Кольсон, Джон (1680—1760). Про- 
фессор математики в Кембридж- 
ском университете. 294 
Коммандино, Федериго (1509— 
1575). Врач и математик герцога 
Урбино (гор. Урбино — его ро- 
дина). Принадлежит к числу 
первых ученых, возродивших 
геометрию древних. 230 
Коперник, Николай (1473—1543). 
Родом из Торна. Умер канони- 
ком в Фрауенбурге. Основатель 
названной по его имени систе- 
мы мира. 99, 100, 101, 102 
Кс:нократ (396—314 до н. э.). Гре- 
ческий философ из школы Пла- 
т на. 202, 203, 281 
Курцз, Максимилиан (1837—1903). 
Родился в Баленштедте. Был 
преподавателем математики в 
Торне. Очень хороший знаток 
средневековой математики. 100 


Ла-Гир, Филипп де- (1640—1718). 
Член Парижской Академии и 
профессор математики. 150, 152, 
162, 171, 175 

Латам, Марчиа Л. (ум. в 1925). 
Американская преподавательни- 
ца математики. 60, 140 

Лейбниц, Готтфрид Вильгельм 
фон- (1646 —1716). Родился в 
Лейпциге, под конец жил в Ган- 
новере. Многосторонний уче- 
ный, математик и философ. Ав- 
тор идеалистической системы 
„монадологии“, выдающийся ис- 
следователь проблем логики. От- 
крыл диференциальное и инте- 
гральное исчисления (см. также 
Ньютон). Высказал основную 
ндею  прииципа сохранения 


энергии. 51, 141, 155, 167, 169, 
264, 265, 266, 267, 268, 272, 213, 
274, 215, 276, 211, 218, 280, 284, 
285, 286, 287, 288, 292, 298, 299, 
302 

Леонардо Пизанский (ум. в 
1250 г.). Был мирянином; ничего 
другого о его жизни неизвестно. 
В 1202 г. (сохранившаяся редак- 
ция от 1228 г.) составил „Алгеб- 
ру“ (Ъег афас{!), являющуюся 
вместе с его другими сочинени- 
ями важным соединительным 
звеном между Востоком и За- 
падом. 28 

Лопиталь, Гильом Франсуа де- 
(1661—1704). Жил в Париже. 
Был офицером. Написал курсы 
анализа и аналитической гео- 
метрии конических сечений. 
152, 153, 155, 290 . 

Лорей, Вильгельм (род. в 1873 г.). 
Математик; доцент страховых 
наук в Лейпциге. 184 

Л риа, Джино (род. в 1862 г. в 
Мантуе). Профессор математики 
в университете в Генуе. Исто- 
рик математики. 245, 268, 288 


Мавролик, Франческо (1494— 
1575). Член духовного ордена, 
затем аббат, преподавал матема- 
тику в Мессине, родном его го- 
роде. Один из первых ученых, 
воскресивших математику древ- 
них, особенно Архимеда. 230 

Мазер, Герман (род. в 1856 или 
1857. в Цюллихау; ум. в 1902 г. 
в Берлине). Переводчик на не- 
мецкий язык древних, а также 
и более новых сочинений по 
математике. 117 

Майер, Ф. К. (1697—1729). С 1726 г. 
член Петербургской академии 
наук. 114, 115, 116. 

Манициус, Карл (1848—1922) (Дре- 
зден). Специалист по классиче- 
ской филологии. Издал различ- 
ных греческих математиков и 
астрономов, снабдив их издания 
переводами. 81 

Манке, Дитрих (род. в 1834 г.). 
Сперва учитель м: тематики, а с 
1927 г, профессор философии 


в Марбургском университете. 
Выдающийся знаток Лейбница. 
265, 266, 289 

Мебиус, Август Фердинанд 
(1780—1868). Профессор астро- 
номии и директор Лейпцигской 
обсерватории. Превосходный ге- 
ометр. 176, 179, 180 

Менге Генрих (1838—1926). Ро- 
дом из Аахена, директор гимнз- 
зии в Майнце. Переиздал эвкли- 
довские „Оаа“ и „Рьащшощепа“. 


Мендталь Г. (1586). 87 

Менелай (около 100. н. э.). Грече- 
ский математик и астроном. 
Жил в Риме. От него сохрани- 
лась превосходная „Сферика“. 

Менехм (около 360 до н. э.). По 
свидетельству Прокла (У в. 
н. э.) будго бы открыл кониче- 
ские сечения. 120 

Менцер, Карл Людольф (1816 — 
1893). Родом из Галле на Зале, 
умер в Ростоке. Учитель (мате- 
матик), выпустил несколько тру- 
дов, между прочим также натур- 
фитософского характера. 99, 

Меркатор, Николай (1620—1687). 
Родился в Голыштейне, жил в 
Копенгагене и Лондоне (член 
Королевского общества), инже- 
нер, умер в Париже. Открыл 
разложение логарифмов в сте- 
пенной ряд. 278, 286. 

Мидорж, Клод (1585 —1647). Фран- 
цузский ученый. Написал труд о 
конических сечениях. 128 

Михельсен, Иоганн Андрей Хри- 
стиан (1749—1797). Учитель ма- 
тематики в Берлине. Знамени- 
ТЫЙ Педагог. 117, 300 

Монж, Гаспар (1746—1818). Про- 
фессор матемагики в ряде во- 
енных школ в Париже. Во вре- 
мя революции морской министр; 
сопровождал Наполеона в-Еги- 
пет. Выдающийся геометр; со- 
здатель „начертательной геомет- 
рии“ и автор ценных открытий 
в диференциальной геометрни. 
171, 175 
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Монтальт, Луи де- (псевдоним 
Паскаля). 259 

Муавр, Абрагам де- (1667—1754). 
Будучи протестантом был вы- 
нужден переселиться из Фран- 
ции В Лондон, где давал част- 
ные уроки. Плодовитый матема- 
тик. 116, 117, 304 


Натани, Леопольд (1819—1905). 
Профессор математики в Бер- 
лине. 63 

Нейсарт, Конрад (1580). 102, 

Непер (№ ерег), Джон (собственно 
Мар! ег или сходным образом) 
(1550—1617). Шотландский дво- 
рянин-помещик. Изобретатель 
логарифмов, автор известных 
формул сферической тригоно- 
метрии. 45, 102, 255 

Ником.х из Геросы (в Палестине, 
около 100 г.) Составил несколько 
растянутое, основывающееся на 
работах его предшественников, 
„Введение в арифметику“. 20, 
21, 23 

Ницце, Эрнст (1788—1872). Учи- 
тель, специалисг по классиче- 
ческой филологии, жил в Бер- 
лине и Штральзунде. Переиз- 
дал ряд греческих классиков по 
математике. 78, 79 

Ньютон, Исаак (1642—1727). Ро- 
дился в Грентхеме в Лин- 
кольншайре. Сперва профессор 
в Кембриджском университете 
(см. Барроу), затем директор ко- 
ролевского монетного двора в 
Лондоне. Умер в Лондоне. От- 
крыл диференциальное и интег- 
ральное исчисление (см. также 
Лейбниц), заложил основы раз- 
ностного исчисления, дал ис- 
следование кривых третьего по- 
рядка. Значительно содейство- 
вал развитию оптики (цветор с- 
сеяние, открытие рефлектора, 
 эмиссионная теория света) и 
небесной механики (закон тяго- 
хения). 68, 132. 268, 272, 275, 
276, 271, 278, 280, 281, 282, 283, 
384, 287, 288, 294, 297, 298, 299, 
300, 302 
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Ольшки, Леонардо (род. в 1885 г. 
в Вероне). Профессор роман- 
ской филологии Гейдельберг- 
ского университета. Историк 
науки и научной литературы. 96 

Орегм Николай (1328—1382). Умер 
епископом Лизье. Нашел на- 
глядное графическое изображе- 
ние для возрастающих и убы- 
вающих величин. Дал полное из- 
ложение операций над дробны- 
ми степенями. Развивал уже 
идеи гелиоцентрического уче- 
ния. 42 

Оствальд, Вильгельм (род.в 18653г.). 
Профессор химии Лейпцигско- 
го университета. Основатель 
издания „Оствальдской серии 
классиков точного знания“. 161 

Оутред, Вильям (1574—1660). Ан- 
глийский пастор. Сделал много 
ценного в алгебре и тригоно- 
метрии. Один из первых иници- 
аторов буквенного исчисления. 
155, 268 


Папп (конец Ш в. н. э.). Составил 
большой, не лишенный само- 
стоятельности, сборник, содер- 
жащий много выдержек из за- 
терянных сочинений древних 
математиков. 79, 144, 146, 161, 
174, 233, 239 

Паскаль, Блез (1623—1662). Ро- 
дился в Клермон-Ферране. Фи- 
лософски-религиозный мысли- 
тель; под конец жизни — аскег. 
Крупный геометр и физик 
(гидростатика).  Предшествен- 
ник творцов исчисления беско- 
нечно-малых. Вместе с Ферма 
(см.) заложил основы теории 
вероятностей; изобрел счетную 
машину. Знаменит также как 
писатель. 167, 168, 169, 171, 202, 
259, 260, 262, 264, 265, 266, 267, 
268, 272, 276, 280 

Пэрц, Георг Генрих (1795 — 1876). 
Историограф Брауншвейг - 
люнгбурской фамилии. 272, 284 

Пит, Т. Рик (1923). Английский 
египтолог. 14 

Пифагор (УГ в. до н. э.). Философ 
и математик. Прилавал большое 


вначение числовому подходу к 
изучению вселенной, проводя 
его, однако, в идеалистически- 
мистическом направлении. ОТт- 
крыл будто бы некоторые зако- 
ны гармонии. Сообщения о его 
собственных трудаж носят не- 
сколько легендарный характер. 
Названная по его имени теоре- 
ма известна была для частных 
случаев еще египтянам, а в об- 
щем виде доказана, вероятно, 
кем-нибудь из его школы. 94 

Платон (429—348 до н. э.). Один 
из крупнейших философов древ- 
ности. Яркий идеалист. Учитель 
Аристотеля. Пользовался боль- 
шим влиянием в средние века, 
особенно в раннее время. Зна- 
чение его для математики за- 
ключалось не столько в само- 
стоятельных открытиях, сколь- 
ко в Том, что он включил мате- 
матические знания своего вре- 
мени в свою систему и сделал 
таким образом математику 
необходимым предметом пое- 
подавания. 20, 25, 43, 84, 120, 
203, 205 

Плутарх (около 50—120 н. э.) из 
Хейронеи. Написал широко из- 
вестные жизнеописания знаме- 
нитых греков и римлян. 222 

Понсле, Жак Виктор (1788—1867). 
Французский саперный офицер, 
впоследствии профессор меха- 
ники в Париже. Один из осно- 
воположников проективной гео- 
метрии. Высказал наряду с 
Жергонном „принцип двойствен- 
ности“. 162, 166, 171, 174, 175, 
176, 179, 182 

Птолемей, Клавий (около 100—178 
Н.Э.). Жил в Александрии, где со- 
ставил большой труд по астроно- 
мии, называвшийся у арабов и 
в течение всех средних веков 
„Альмагестом“. Детально раз- 
работанную им геоцентриче- 
скую систему мира называют 
„птолемеевой“, но, разумеется, 
не он творец этой системы. За- 
нимался также оптикой и гео- 
метрией. 31, 82 83, 102, 105 


Пудра, Ноэль Жерминаль (реа. в 
1794 г.). Ротмистр и професссф 
математики при французском 
генеральном штабе. Издатель 
трудов Дезарга. 161 


Региомонтан (1436—1476). Род. 
около Кенигсберга во Франко- 
нии, откуда имя „Керото:!а- 
пи$“ (т. е. „кенигсбергскир“). 
Его нелатинизированное умя 
было Иогани Мюллер. Выдёю- 
щийся астроном и математик 
начала нового времени. 88, 89, 
102, 105, 106, 107, 108. 

Р.корд, Роберт (1510—1558). Врач 
и математик в Лондоне. В 1557 г. 
издал „\!/Не{опе о ме“ („Осе- 
лок остроумия“), где ввел зи к 
равенства в виде =. 63, 155, 286 

Ретикус, Георг Иоахим (15!4— 
1516). Его настоящее нелатини- 
зированное имя неизвестно. Его 
ученое имя означает „Ретиец“. 
Дело в том, что он был рогом 
из Фельдкирха в Форарльберге. 
Имеет заслуги в области триго- 
нометрии; 100 

Ризе, Адам (род. около 1489 ‹ в 
Штаффельштейне во Франко- 
нии, ум. в 1559 г. в Аннаберге 
в Саксонии). Один из извест- 
нейших „арифметиков“; вым те 
с тем и алгебраист. Одна из &го 
книг по арифметике выдержала 
более 40 изданий. 33, 36, 37 

Роббинс, Ф. Е. (1926). Американ- 
ский филолог. 18 

Роберваль, собственно Персснь, 
Жиль (1602—1675). Род. в Робор- 
вале (деп. Уазы), профессор 
математики в СоПёое ае Егапсе 
в Париже. Один из предиест- 
венников ТВорцов исчисления 
бесконечно-малых. 257, 299 

Роберт Честерский (середина 
ХП в.). О его жизни ничего пе- 
известно. Перевел общую ч- сть 
алгебры Алхваразми. 27, 30 

Розен, Фридрих (род. в Ганнове- 

). Позже жил в Англии. В 
831 г. издал „Алгебру“ Алх- 
варазми по-арабски и пс 1!:- 
глийски. 28, 30, 31, 32 
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Росс, Вильям Давид (род. в 1887 г.) 
Профессор этики в Оксфорд- 
ском университете. 202 

Рота, Юлий Марциан (около 1500). 
Итальянский гуманист. В 1528 г. 
выпустил четырехтомное изда- 
ние Галена (в Венеции). 202 

Рудио, Фердинанд (род. в Вис- 
бадене в 1856 г.). Профессор ма- 
тематики в Высшем техниче- 
ском училище в Цюрихе. 71, 73, 

00 

Рудольф, Христофор. Родился в 
1500 г.вЯуере вСилезии. Выдаю- 
щийся арифметик и алгебраист 
начала нового времени. 38, 94 

Руска, Юлий (род. в 1867 г.). Занн- 
мает в Гейдельбергском уни- 
верситете кафедру по исто- 
рии естествознания, в частно- 
сти, мусульманской культуры. 
30, 31, 32 


Симплиций, (начало У] в.н.э.). Вме- 
сте с шестью другими профессо- 
рами высшей афинской школы, 
запрещенной в качестве язы- 
ческой имп. Юстинианом в 
529 г., переселился в Персию. 
Написал хорошие комментарии 
к Аристотелю, ценные также 
благодаря историческим указа- 
ниям. 71, 191 

С :аутен, Франс  фан- (1581— 
1646). Профессор математики. 
Лейденского университета. Гео- 
метр школы Декарта. 144, 146, 
147, 149, 150 

Смит, Давид Евгений (род. в 
1860 г.). Профессор Нью-йЙорс- 
кого университета. Выдающийся 
историк математики. 60, 140 

Смит, И. А. (1908). 202 

Снеллиус,  Виллеброрд (1581 — 
1626). Профессор Лейденского 
‚университета. Хороший матема- 
тик, физик (закон преломления) 
и геодезист (точное измерение 
земли) 57. 

Стевин, Симон (1548 — 1620). Был 
инженером на службе у Морица 
Орзнского. Хороший математик 
и теоретический механик (ста- 
тика и гидростатика), Особенно 
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замечательна его книга „Ое #11- 
еп4е“ (по-фламандски это зна- 
чит: десятичное исчисление), 
которая вышла в Лейдене в 
1585 г. и в которой он рекомен- 
довал всем правительствам 
употребление десятичных мер. 
48, 951, 54, 55, 56, 57, 60, 
259, 260 

Стюарт, Джон (ум. в 1766 г.). Про- 
фессор математчки в Эбердине. 


Таке, Андрей (1612—1660). Про- 
фессор в колледжах иезуитов 
в Лувене и Антверпен> род- 
ном его горгце. 259 

Таннри, Поль (1843—1904). Был 
директором кожевенного завода; 
выдающийся историк матема- 
тики и астрономии, знаток гре- 
ческой древности. Один из из- 
дателей сочинений Декарта. 
22, 26, 45, 57, 130, 132, 136, 248, 
249, 256 

Тарталья, Николай (1500—1557). 
В 1539 г. сообщил Кардану (см.) 
найденное, повидимому, им са- 
мим решение кубического урав- 
нения. Его главное сочинение 
представляет собой собрание 
задач под названием „Сепега| 
ЧаНао 4 питей е пизиге“, Ве- 
неция 1556—1560. Работ-л также 
по механике и балистике. 48 

Тейлор, Брук (1685—1731), член 
Королевского общества. После- 
дователь Нь’стона. Открыл зна- 
менитую „формулу Тейлора“ 
в теории рядов. 289, 302 

Теон Александрийский — (около 
370 н. э.). Дал комментарий 

к „Альмагесту“ Птолемея. 

Отец женщины - астронома Ги- 
патии, убитой в 415 г. во время 
погрома язычников. 105 

Теон Смирнский (около 130 н. э.). 
Составил математическое введе- 
ние к сочинениям Платона. 20 

Теофраст (390—305 до н. э.). По- 
сле смерти Аристотеля (см.) 
глава его философской школы 
в Афинах. Знаменитый ботаник. 
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Тиме, Герман (1852— 926). Мате- 
матик в Бромберге. 192 

Торичелли, Эвангелиста (1608 — 
1647). Родился в Фаенце (пров. 
Равенна). Преемник и ученик 
Галилея (см.); умер во Флорен- 
ции. Выдающигся математик и 
физик (барометр). 245, 247, 
248, 268, 299 

Горздайк, Линн (1926). Амери- 
канский историк науки 11 

Тропфсхе, Иоганн (род. в 1866 г.). 
Составил обширную „Историю 
элементарной математики“ (2-е 
изд., 7 томов, Берлин 1921—1924), 
цитируемую здесь просто под 
названием „Тропфке“, 29, 35, 
110, 184 


Феодосий (около 100 до н. э.). Ро- 
дом из Триполиса. Автор несамо- 
стоятельной „Сферики“. 78, 79 

Ферма, Пьер де- (1601—1665). 
Французский юрист (судья); 
один из величайших математн- 
ков. Его главные заслуги заклю- 
чаются в открытии аналитичес- 
кой геометрии, в чем он явля- 
ется соперником Декарта (см.), 
и в работах по теории чисел. 
Является одним из предшествен- 
ников творцов исчисления бес- 
конечно-малых. В методе из- 
ложения предпочитал манер 
древних. 25, 130 132, 133, 134, 
135, 136, 139, 140, 149, 151, 
248, 249, 251, 252, 253, 254, 
255, 257, 258, 262, 2173 

Ферма, Самуил (1630—1690). На- 
печатал труды своего отца Пьера 
де-Ферма. 132 

Ферро, Сципион даль (1465 — 1526). 
Болонский математик, которому 
Удалось найти решение куби- 
ческого уравнения, Однако он 
его не опубликовал, а сообщил 
только тесному кружку друзей. 
Возможно, что отсюда его уз- 
нал Тарталья (см.). 48 

Финк, Томас (156! —1656). Родился 
в Фленсбурге. Был профессором 
медицины и математики в Штез- 
виг-Голштинии и Дании. 105, 
106, 107, 103, 109, 111, 118 


Фладт, Куно (род. в 1889 г. в Ор- 
ингене). Штутгардтский матема- 
тик. 289 

Фома Аквинский (1225—1274). 
Родился в Неполитанской об- 
ласти, происходил из графского 
рода, доминиканец. Наряду с 
Альбертом Великим (см.) и в 
качестве ученика его крунней- 
ший теолог и философ схола- 
стики; преподавал в Кельне, 
Париже и итальянских универ- 
ситетах. 202 

Франк, Эрих (род. в 1883 г.). Фило- 
соф; работает в Гейдельберг- 
ском университете. 43, 203 

Фридлейн, Готтфрид (1828—1875) 
Педагог (математик) (род. в Ре- 
генсбурге, ум. в Гофе). Иссле- 
довал некоторые вопросы по 
истории математики, в частно- 
сти о цифрах у древних. 20 

Фриш, Христиан (1807—1881). 
Жил в Штутгарте, где был ди: 
ректором Высшего рельнога 
училища. Математик. Издатель 
сочинений Кеплера. 235 


Хизс, сэр Томас Литтль (род. в 
1861 г. в Барнетби).До 1891 г. Ее]- 
10\ в Тип фу СоПесе в Кембрил- 
же, затем до 1926 г. занимал 
высокие посты в казначействе и 
управлении государственными 
долгами. Составил двухтомную 
историю греческой математики, 
издал  трехтомный — перевод 
Эвклида, затем переводы и пе- 
реработки из Аристарха, Архи- 
меда, Аполлония и Диофанта. 
188, 195, 197 


Цахариас, Макс (род. в 1873 г.). 
Педагог (математик). Написал 
ценную статью о состоянии и 
развитии элементарной матема- 
тики в „Епс. 4. талет. \/15$еп- 
зспаНеп“. 161, 164 

Цейтен, Иероним Георг (1839— 
1920). Профессор математики в 
Копенгагенском унизерситете. 
Выдающийся знаток греческой 
математики и покоящейся на пей 
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математики эпохи возрождения. 
221, 255 


Чвалина, Артур (род. в 1884 г. в 
Познани). Математик в Гумби- 
нене. 120, 195, 206, 211 

Чирнгауз(ен), Эренфрид Вальтер 
граф фон- (1641—1708). Матема- 
тик. Считается изобретателем 
фарфора. 265, 272 


Шаль, Мишель (1793—1880). Про- 
фессор математики, геодезии и 
машиноведения в Париже. Вы- 
дающийся геометр и историк 
матемстики. 162, 179 

Шафхайтлин, Пауль (1861—1924). 

читель математики и приват- 
доцент в Высшем техническом 
училище в Берлин-Шарлоттен- 
бурге. 290 

Шейбль, Иоганн (1494—1580). Про- 
фессор Тюбингенского универ- 
ситета. 41 

Шене, Герман (род. в 1870 г. в Галле 
на Зале). Профессор классичес- 
кой филологии Мюнстерского 
(в Вестфалии) университета. 83, 


Шейнер, Иоганн (1477—1547). Пер- 
вый немецкий гимназический 
преподаватель математики. Ме- 
ланхтон устроил его в 1526 г. в 
нюрнбергской гимназии. Был 
Также астрономом. 88 

Шлезингер, Лгодвиг (род. в 1864 г.) 
Профессор Гессенского универ- 
ситета. 60 

Шрейбегр, см. Грамм-теус. 

Штаудт, Карл Георг Христиан фон- 
(1798—1867). Родом из Ротен- 
бурга. Впоследствии профессор 
математики Эрлангенского уни- 
верситета. Превосходный гео- 
метр (проективная геометрия). 


Штейнер, Яков (1769—1863). Швей- 
царец; поздно получил обра- 
зование у Песталоцци в Иффер- 
тене. Впоследствии профессор 
математики Берлинского уни- 
верситета. Выдающийся  гео- 
метр. Специалист по проектив- 
ной геометрии. 147, 176, 180, 
182 
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Ш-екель, Пауль (1862—1919). Про- 
фессор математики в Гейдель- 
бергском университете. Написал 
также ряд статей исторического 
характера. 300 

Шгенцель, Юлий (род. в 1883 г. 
в Бреславле). Профессор клас- 
сической филологии и филосо- 
фии в Кильском университете. 
203 

Штефлер, Иоганн (1452—1531). 
Родился в Юстингене в Вюртем- 
берге, где был впоследствии пас- 
тором. Преподавал затем мате- 
матику в Тюбингене. Меланхтон 
был одним из его учеников. В 
свое время был известным аст- 
рономом, обратившим на себя 
внимание предсказаниями (в 
частности дня страшного суда). 
96, 97, 99 

Штифель, Михаил (1487 — 1567). 
Родился в Эслингене. Первона- 
чально был августинНским мо- 
нахом в тамошнем монастыре, 
но затем примкнул к новому 
религиозному учению и в ка- 
честве протестантского пастора 
работал во всей Гёрмании. Один 
из наиболее выдающихся ал- 
гебраистов начинающегося но- 
вого времени, автор ряда трудов, 
из которых два важнейших ис- 
пользованы здесь. Как и многие 
другие представители той (и 
Солее поздней) эпохи был скло- 
нен к мистицизму и „предвы- 
числил“ день светопреставле- 
ния на 19 окт. 1588 г. Это 
причинило ему ряд больших не- 
приятностей. 42, 43, 45, 46, 47, 
48, 51, 55, 56, 57, 69, 63, 94 

Шюке, Николай (1484). Вероятно, 
врач, написал „ТИрайу еп 14 
$Сепсе 4ез потьгез“, представ- 
лявший значительный прогресс 
в смысле алгебраической сим- 
волики; однако сочинение 
это осталось в рукописном виде. 
12, 32 


Эвдем (около 320 до н. э.). Родом 
с острова Родоса. По предложе- 
нию своего учителя Аристотеля 


написал ист .рию геометрия, из 
которой у других авторов, ча- 
пример Симплиция (см.), сохра- 
нились выдержки. 71, 72, 191 


Эвдокс (410—356 до н. э.). Родом 


из Книда в Малой Азии. Вы- 
дающийся предшественник Эвк- 
лида в учении о пропорциях и 
Архимеда в инфинитезимальной 
геометрии. Также астроном. Из 
сочинений Эвдоксг до нашего 
времени не сохраиилось ничего. 
79, 120, 186, 191, 192, 222 


Эзклид (по греч. ЕАЩеЦез). Жил 


около 300 до н.э. в Александрии. 
Это все, что известно о его 
жизни. Его „Начала“, содержа- 
щие в себе, главным образом, 
нланиметрию, кое-какие данные 
из теории чисел и геометричес- 
кую алгебру, а в конце основы 
стереометрии (с правильными 
многогранниками), являются од- 
ной из самых распространенных 
на земном шаре книг. Все наши 
учебники по геометрии основы- 
ваются еще и в настоящее вре- 
мя на „Началах“ Эвклида, в ко- 
торых он систематизировал ра- 
боты всех своих предшествен- 
ников. Он написал еще другое 
геометрическое сочинение „Оа- 
{а“, оптику и труд по сфери- 
ческой астрономии. Все осталь- 
ное утеряно. 15, 16, 17, 20, 21, 
41, 71, 12, 13, 74, Т5, 76, 77, 19, 
84, 94, 121, 123, 129, 130, 148, 


179, 185, 156, 188, 191, 192, 198, 
194, 195, 196, 198, 216, 279 


Эвтокий (около 340 н. э.). Родился 


в Аскалоне, ученик Исидора, 
вновь отстроившего храм Софии 
в Константинополе. Коммента- 
тор Аполлония и Архимеда. 185, 


Эйзенлор, Август (1877). Немецкий 


египтолог. 14 


Эйлер, Леонард (1707—1783). Ро- 


дился в Базеле; академик, жил 
в Петербурге и Берлине. Вы- 
дающийся и исключительно пло- 
дотворный и разносторонний 
математик, особенно много 
сделавший в области исчисления 
бесконечно-малых (в частности, 
п› его систематизации), вариа- 
ционному исчислению, анали- 
тической геометрии. 63, 68, 116, 
НИ 156, 157, 158, 159, 161, 300, 
0 


Эратосфен (276—195 до н. э.). Ро- 


дился в Кирене (Сев. Африка). 
Выдающийся географ (измере- 
ние градуса) и астроном. Заве- 
дывал большой Александрий- 
ской библиотекой. 221 


Юнге, Густав (род. в 1879 г.). Учи- 


тель математики в Берлине. 135 


Ямвлих (начало ТУ в.). Неоплато- 


ник из Сирии, написал коммен- 
тарии к „Арифметике“ Никомаха 
(см.). 20 


ОГЛАВЛЕНИЕ 


Предисловие ко второму русскому издацию 


Члдасть | 
АРИФМЕТИКА. И АЛГЕБРА 


Предисловие автора. 

1. Образец позднего и свогобразного применения римских цифр 

П Тройное правило... 

Ш. Египетский счет с дробями.... 

ГУ. Сумма геометрической прогрессии, 

\У. Арифметическая пропорция. ...... .... 
УГ. Разложить данное квадратное числ) на дга квадратных числа 
УП. Решенле неопределенной задачи с двумя неизвестными 
УШ. Геометрический вывод решения квадратиого уравнения. 

[Х. Арабская задача на раздел наследства. съ 

Х. Коссические знаки... .. 

ХГ. Решение квадратного уравнения. ... . 

ХП. Первое появление в печатных книгах знака радикала. 

ХШ. Начатки обозначения показателей степени... . 

ХУ. Первое псявление понятия о логарифмг как второго рода 
обратном действии по отношению к возведению в стелень 

ХУ. Единообразная трактовка различных форм квздратного ураз- 


нения. Г еее . 
ХУ[. Первое появление мнимых величии... уе. 
ХУП. Первый алгебраический вывод правила для решения квад- 
ратного уравнения. .... . . 


ХУШ. Задача второй степени с двумя неизвестными ..... 
ХХ. Единообразная трактовка различных форм квадратного урав- 
нения. По... ось... . 
ХХ. Л1нейные уравнения с тремя неизвестными .. 
ХХ. Оснэвная теорема алгебры. .... 
ХХИ. О приближенном решении уравнений 


Часть П 
ГЕОМЕТРИЯ И ТРИГОНОМЕТРИЯ 


Предисловне автора. 
1. Гиппократова луночка. .. ее. ууу нее 
П. Геометрическое доказательство одного алгебраического то- 
ждества „еее еее оо ое 
Ш. Теорема о пересекающихся внутри окружности хордах. 
1У. Пересечение двух больших кругов ... . 
\У. Торема Паппа . с. ооо оне ось а« 


318 


Стр. 


33 


\1. 


УП. 
УШ. 
[Х. 


“. 


Х1. 
ХИ. 


ХШ. 


ХУ. 
ХУ. 
ХУ. 


ХУП. 
ХУ. 
МХ. 
ХХ. 


ХХ. 


Теорема Птолемея. д... бое 

Теорема сложения косинусов (еее, о... о 

Первое вычисление объема’. усеченной пирамиды. .... 

Длина окружности и площадь круга у немецких землемеров 
около 1400 г... еее. кое 

Первая формулировка теоремы косинусов для сферического 
треугольника. .... ооо ко. 


Приближеннсе построение правильного пятиугольника ... 
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